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Περίληψη 
 

Ένας από τους τοµείς µε τον οποίo ασχολείται η επιστήµη των υπολογιστών και 
ιδιαίτερα οι θεωρητικοί της επιστήµης των υπολογιστών, είναι η Αλγοριθµική 
Θεωρία Παιγνίων. 
Η έρευνα που γίνεται πάνω σε ανοικτά προβλήµατα της θεωρία παιγνίων είναι 

µεγάλη σήµερα. Ένα από τα ανοικτά προβλήµατα αυτής, προσπαθούµε να 
ερευνήσουµε στην παρούσα διπλωµατική εργασία. 
Αυτό το πρόβληµα είναι ο υπολογισµός ισορροπιών Nash και πιο συγκεκριµένα ο 
υπολογισµός προσεγγιστικών ισορροπιών Nash (ε-approximate Nash Equilibria). 
Η παρούσα διπλωµατική εργασία αποτελεί την υλοποίηση του πρόσφατου 

αλγορίθµου που περιγράφεται στην δηµοσιευµένη εργασία του Χ. Τσακνάκη και του 
Π. Σπυράκη [1]. 
Στην παρούσα αναφορά θα γίνει περιγραφή της υλοποίησης (δηλαδή του πώς 

τροποποιήθηκε πρακτικά ο θεωρητικός αλγόριθµος) και της συµπεριφοράς του 
αλγορίθµου αυτού. Εκτός των θεµάτων αυτών, θα περιγραφθούν επίσης κάποια 
θεωρητικά στοιχεία της Θεωρίας Παιγνίων, καθώς και κάποια στοιχεία του 
Γραµµικού Προγραµµατισµού που είναι βασικά για την κατανόηση της έρευνας 
αυτής. 
Αφορµή της έρευνας αποτέλεσε η υποψία ότι η πειραµατική συµπεριφορά του 

αλγορίθµου αυτού, είναι πολύ καλύτερη από την συµπεριφορά που παρουσιάστηκε 
µέσω της θεωρητικής ανάλυσης, τόσο σε απόδοση που αφορά τον αριθµό των 
βηµάτων εκτέλεσης, όσο και στην τιµή της προσεγγιστικής ισορροπίας Nash που 
υπολογίζεται. 
Μέσω της υλοποίησης αυτής βγαίνουν αρκετά σηµαντικά συµπεράσµατα που 

αφορούν όχι µόνο τον υπολογισµό των προσεγγιστικών ισορροπιών Nash και την 
πολυπλοκότητα υπολογισµού αυτών, αλλά και τον υπολογισµό οποιασδήποτε 
ακριβής ισορροπίας Nash (exact Nash Equilibrium). Αυτό, γιατί αποδεικνύεται ότι ο 
µέχρι στιγµής καλύτερος πολυωνυµικός αλγόριθµος για τον υπολογισµό 
προσεγγιστικών ισορροπιών Nash που µελετάµε, δίνει στην πράξη πολύ καλά 
αποτελέσµατα τόσο όσο αφορά την απόδοση στην ταχύτητα σύγκλισης, όσο και στην 
ποιότητα των αποτελεσµάτων για µη-συνεργατικά διπαίγνια. Τα αποτελέσµατα είναι 
πολύ καλύτερα από την θεωρητικά χειρότερη περίπτωση που αναφέρεται στην 
δηµοσίευση [1]. 
Η διπλωµατική εργασία αυτή, εκτός της υλοποίησης και της περιγραφής του 

αλγορίθµου που αναφέρεται στην δηµοσίευση [1], περιέχει ένα πλήθος πειραµάτων 
πάνω σε διάφορα είδη παιγνίων. Μέσα σε αυτά περιέχονται παίγνια που θεωρούνται 
δύσκολα. Δηλαδή παίγνια που υπό κανονικές συνθήκες θα περιµέναµε να δώσουν 
µεγάλες προσεγγιστικές ισορροπίες Nash. Τέτοιου είδους παίγνια ορίστηκαν και 
υλοποιήθηκαν σε αυτήν την διπλωµατική εργασία. Χρησιµοποιήθηκαν στα 
πειράµατά µας και µέσω αυτών βγάλαµε πολύ σηµαντικά και εντυπωσιακά 
αποτελέσµατα που αποδεικνύουν περαιτέρω την πολύ καλή συµπεριφορά του 
αλγορίθµου και δίνουν αποτελέσµατα που µπορούν να χρησιµοποιηθούν στο µέλλον 
για µελέτη της πολυπλοκότητας υπολογισµού ισορροπιών Nash και στην έρευνα 
πάνω σε πολλά ανοικτά προβλήµατα της Αλγοριθµικής Θεωρίας Παιγνίων. 
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Κεφάλαιο 1 

Εισαγωγή 
 
Ιστορικά η Θεωρία Παιγνίων (Game Theory) ξεκίνησε ως κλάδος και πεδίο των 
οικονοµικών. Η αρχική ανάπτυξη της, αποδίδεται στους John von Neumann και 
Oskar Morgenstern οι οποίοι µε το βιβλίο τους: “Theory of Games and Economic 
Behaviour” (Θεωρία Παιγνίων και Οικονοµική Συµπεριφορά) πάνω σε παιχνίδια 
µηδενικού αθροίσµατος (zero-sum games), µελέτησαν και όρισαν τη σχέση της 
θεωρίας παιγνίων µε τον γραµµικό προγραµµατισµό. 
Αργότερα ο George B. Dantzig ανέπτυξε τον αλγόριθµο Simplex του γραµµικού 
προγραµµατισµού µέσω του οποίου µπόρεσαν να επιλυθούν πολλά προβλήµατα της 
θεωρίας παιγνίων. 
Η µεγάλη τοµή στην Θεωρία Παιγνίων έγινε από τον αµερικάνο µαθηµατικό John 
Nash, µέρος της εργασίας του οποίου αποτελεί και ο ορισµός της ισορροπίας Nash, 
που θα ορίσουµε σε επόµενο κεφάλαιο. Για την εργασία του αυτή τιµήθηκε µε το 
βραβείο Nobel οικονοµίας. 
Η Θεωρία Παιγνίων εφαρµόζεται σε πολλούς κλάδους των οικονοµικών όπως στη 
βιοµηχανική οργάνωση, στο  σχεδιασµό µηχανισµών καις την Πολιτική Οικονοµία. 
 
Η Θεωρία Παιγνίων και η έννοια της ισορροπίας Nash όµως, πέρα από την 
οικονοµική επιστήµη σύντοµα άρχισαν να εφαρµόζονται και σε άλλα επιστηµονικά 
πεδία. Πλέον η Θεωρία Παιγνίων αποτελεί έναν βασικό τοµέα της επιστήµης 
υπολογιστών και χρησιµοποιείται σε πολλές εφαρµογές. Ο σπουδαιότερος είναι αυτός 
της µελέτης των δικτύων. Έτσι οι θεωρητικοί της πληροφορικής άρχισαν να 
ασχολούνται επίσηµα πλέον µε κεντρικά προβλήµατα της θεωρίας παιγνίων, όπως 
είναι αυτός της ύπαρξης και του υπολογισµού της ισορροπίας Nash, µε την οποία θα 
ασχοληθούµε και στην παρούσα εργασία. Πλήθος δηµοσιεύσεων και µεγάλο µέρος 
της έρευνας των επιστηµόνων της πληροφορικής στρέφεται πλέον στην επίλυση 
τέτοιων ή παρόµοιων προβληµάτων. 
 
Μεγάλο µέρος της έρευνας κατευθύνθηκε στον υπολογισµό ισορροπίας Nash σε 
παίγνια µε µικτές στρατηγικές, στα οποία οι παίκτες δεν επιλέγουν µία από τις 
στρατηγικές τους, αλλά παίζουν σύµφωνα µε µια πιθανοτική κατανοµή πάνω στο 
σύνολο των στρατηγικών τους. Από το θεώρηµα του Nash γνωρίζουµε ότι κάθε 
παίγνιο έχει µικτή ισορροπία Nash. Όµως παραµένει ανοικτό το πρόβληµα του αν 
µπορεί αυτήν να υπολογιστεί σε πολυωνυµικό χρόνο. 
Γνωρίζουµε ότι το πρόβληµα του υπολογισµού της ισορροπίας Nash ανήκει στην 
κλάση PPAD. Επίσης πρόσφατα αποδείχθηκε ότι το πρόβληµα είναι πλήρες στην 
κλάση αυτήν. Αλλά δεν ξέρουµε ακόµα αν µπορεί να υπολογιστεί σε πολυωνυµικό 
χρόνο. 
 
Έτσι οι θεωρητικοί της πληροφορικής κατευθύνθηκαν στην έρευνα πάνω σε ένα 
παρόµοιο πρόβληµα. Προσπάθησαν να υπολογίσουν τις κατά προσέγγιση ισορροπίες 
Nash. Μέσω των προσεγγιστικών ισορροπιών Nash γίνεται µια προσπάθεια να 
υπολογιστεί η γνήσια ισορροπία Nash όπως ορίζει το θεώρηµα Nash. 
Μια τέτοια έρευνα γίνεται στην παρούσα εργασία. Μέσω της υλοποίησης της 
πρόσφατης δηµοσίευσης των Χ. Τσακνάκη και Π. Σπυράκη [1], προσπαθήσαµε να 
δούµε στην πράξη τον υπολογισµό προσεγγιστικών ισορροπιών Nash µέσω του 
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αλγορίθµου που προτείνουν, ώστε να βγάλουµε κάποια συµπεράσµατα που θα 
βοηθήσουν στην επίλυση του µεγάλου προβλήµατος του υπολογισµού ισορροπιών 
Nash (exact Nash Equilibria). 
 
Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζουµε κάποιους θεωρητικούς ορισµούς που αναφέρονται 
στην Θεωρία Παιγνίων και σε όρους που θα χρειαστούµε στην συνέχεια και έχουν να 
κάνουν µε τον υπολογισµό των ισορροπιών Nash. 
Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζουµε κάποιους ορισµούς που αναφέρονται στον γραµµικό 
προγραµµατισµό, ο οποίος χρησιµοποιείται για να βρεθούν οι ισορροπίες Nash που 
αναζητούµε. 
 
Το Κεφάλαιο 4 αποτελεί µια ιστορική αναδροµή και αναφορά στους αλγορίθµους 
που έχουν παρουσιαστεί µέχρι στιγµής και µελετούν το ίδιο πρόβληµα που κι εµείς 
ερευνούµε. Θα γίνει περιληπτική αναφορά στους αλγορίθµους και στις 
πολυπλοκότητες που αυτοί παρουσιάζουν. 
 
Το Κεφάλαιο 5 είναι ένα από τα δύο σηµαντικότερα κεφάλαια της εργασία αυτής. 
Παρουσιάζεται αναλυτικά ο αλγόριθµος τον οποίο υλοποιήσαµε, καθώς και όλες οι 
λεπτοµέρειες της υλοποίησης αυτής. Το κίνητρο της υλοποίησης του αλγορίθµου που 
παρουσιάζεται στην εργασία του Χ. Τσακνάκη και Π. Σπυράκη [1], ήταν η υποψία 
ότι πρακτικά ο αλγόριθµος παρουσιάζει πολύ καλύτερη συµπεριφορά απ` ότι είχε 
υπολογιστεί θεωρητικά. Κάτι το οποίο τελικώς όπως θα δούµε όχι µόνο ισχύει, αλλά 
ξεπερνάει και τις αρχικές προσδοκίες µας. 
 
Το Κεφάλαιο 6, ως τελευταίο κεφάλαιο παρουσιάζει όλα τα πειράµατα που έγιναν για 
διάφορα προβλήµατα και τα τελικά συµπεράσµατα. Αποτελεί το σηµαντικότερο 
κεφάλαιο µιας και εκεί τελικώς αποδεικνύεται η σπουδαιότητα της έρευνας που 
κάναµε στην παρούσα διπλωµατική εργασία.
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Κεφάλαιο 2 

Παίγνια και Ισορροπία Nash 
 
Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται µερικές βασικές έννοιες της Θεωρίας Παιγνίων 
και της Αλγοριθµικής Θεωρία Παιγνίων. 
Θα δοθεί έµφαση σε έννοιες που θα χρησιµοποιηθούν στην συνέχεια και αναφέρονται 
στον αλγόριθµο που υλοποιήσαµε. 

2.1 Θεωρία Παιγνίων και Αλγοριθµική Θεωρία Παιγνίων 
Αν θέλαµε να ορίσουµε τη Θεωρία Παιγνίων θα λέγαµε ότι είναι η µελέτη µοντέλων 
ανταγωνισµού και συνεργασίας µεταξύ ευφυών και λογικών οντοτήτων, που 
ονοµάζονται παίκτες και δύναται να λαµβάνουν κάποιες αποφάσεις. 
Έτσι η Θεωρία Παιγνίων είναι το πεδίο εκείνο που παρέχει µαθηµατικές τεχνικές για 
την ανάλυση καταστάσεων όπου δύο ή περισσότερες οντότητες (παίκτες) καλούνται 
να πάρουν αποφάσεις που αλληλοεπηρεάζουν το όφελός τους. 
Κάθε παίκτης παρουσιάζει την εγωιστική συµπεριφορά που έχει να κάνει µε 
µεγιστοποίηση του κέρδους του. Αυτό αποτελεί την κυρίαρχη υπόθεση της ανάλυσης 
των διάφορων καταστάσεων και περιπτώσεων στα παίγνια. 
Η Θεωρία Παιγνίων, όπως θα δούµε παρακάτω, ασχολείται µε την ύπαρξη σηµείων 
ισορροπίας µεταξύ των οντοτήτων αυτών, µεθόδους σύγκλισης προς αυτές τις 
ισορροπίες και την αναζήτηση ποιοτικών χαρακτηριστικών των οντοτήτων, όπως 
αυτά προκύπτουν λόγω της εγωιστικής τους συµπεριφοράς. 
 
 
Η Αλγοριθµική Θεωρία Παιγνίων µελετά τα προβλήµατα της Θεωρίας Παιγνίων από 
την οπτική γωνία της Θεωρητικής Πληροφορικής. Αυτό σηµαίνει ότι για παράδειγµα 
εκτός του εντοπισµού κάποιας ισορροπίας στις επιλογές των παικτών που 
συµµετέχουν σε ένα παίγνιο, µας ενδιαφέρει ο εντοπισµός µιας τέτοιας ισορροπίας σε 
αποδοτικό χρόνο. Δηλαδή η σύγκληση σε µια τέτοια ισορροπία να γίνεται όσο τον 
δυνατόν ταχύτερα (σε πολυωνυµικό χρόνο για παράδειγµα). Επίσης ενδεχοµένως να 
µας ενδιαφέρει ο εντοπισµός ισορροπιών που είναι περισσότερο επιθυµητές από 
άλλες, ανάλογα το σύστηµα πάνω για τις οποίες τις υπολογίζουµε, καθώς και ο 
σχεδιασµός αποδοτικών αλγορίθµων και µηχανισµών για την εύρεση αυτών. 
 

2.2 Παίκτες και Ωφέλεια Παικτών 
Οι παίκτες στην Θεωρία Παιγνίων θεωρούνται λογικοί και ευφυείς. 
 
Λογικός είναι ο παίκτης ο οποίος επιδιώκει να λάβει αποφάσεις που συµβάλουν στην 
επίτευξη των προσωπικών του στόχων. Όπως είπαµε η κυρίαρχη υπόθεση της 
Θεωρίας Παιγνίων είναι ότι οι παίκτες που συµµετέχουν σε ένα παίγνιο 
παρουσιάζουν µια εγωιστική συµπεριφορά. Δηλαδή στόχος κάθε παίχτη είναι πάντα η 
µεγιστοποίηση της προσωπικής αναµενόµενης τιµής του κέρδους του, το οποίο 
µετράται µέσω κάποιου ποσού ωφέλειας. 
Στο βιβλίο τους οι Von Neumann και Morgenstern [3] διατύπωσαν, µέσω κάποιων 
παραδοχών, ότι υπάρχει τρόπος ανάθεσης ενός ποσού ωφέλειας σε κάθε ένα από τα 
διάφορα αποτελέσµατα που θα έχει η επιλογή ενός παίκτη, σε συνδυασµό µε τις 
επιλογές των άλλων παικτών. 
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Στην περίπτωσή µας, η ωφέλεια θα είναι ακέραιοι θετικοί αριθµοί. Όσο µεγαλύτεροι 
είναι αυτοί τόσο µεγαλύτερο είναι το κέρδος. Και κάθε παίκτης αποσκοπεί στο να 
αυξήσει την ωφέλεια του αυτή (Θεώρηµα µεγιστοποίησης της αναµενόµενης 
ωφέλειας) 
Οι τιµές αυτές (payoffs) για κάθε παίκτη, δίνονται βάσει µιας συνάρτησης απονοµής 
κέρδους, η οποία ανάλογα µε τις στρατηγικές που επιλέγει να παίξει ο κάθε παίκτης, 
αλλά και βάσει τις στρατηγικές που παίζουν οι άλλοι παίκτες αποδίδει µια τιµή 
κέρδους (payoff) στο παίκτη αυτόν. Η συνάρτηση απονοµής κέρδους είναι 
ανεξάρτητη για κάθε παίκτη. 
 
Ευφυής είναι ο παίκτης που έχει πλήρη γνώση της δοµής και των κανόνων του 
παιγνίου που συµµετέχει και γνωρίζει τις στρατηγικές που µπορεί ο ίδιος, αλλά και οι 
άλλοι παίκτες να παίξουν. Επίσης γνωρίζοντας την κατάσταση στην οποία βρίσκεται 
το παίγνιο δύναται να εξάγει κάποια συµπεράσµατα για το παίγνιο. Τέλος γνωρίζει 
ότι και οι άλλοι παίκτες είναι επίσης λογικοί και ευφυείς. 
 

2.3 Μορφές και Είδη Παιγνίων 
Υπάρχουν αρκετά µοντέλα περιγραφής ενός παιγνίου. Δύο είναι οι βασικές µορφές 
αναπαράστασης παιγνίων: η εκτατική (extensive) και η στρατηγική ή κανονική 
(normal) µορφή αναπαράστασης.  
 
Από αυτές τις δύο θα περιγράψουµε µόνο την κανονική µορφή µε την οποία θα 
αναπαριστούµε τα παίγνια στη συνέχεια της διπλωµατικής εργασίας. 
Παρ` όλα αυτά, ακόµα και σε εκτατική µορφή να δοθεί ένα παίγνιο υπάρχουν τρόποι 
µετατροπής του παιγνίου από εκτατική σε κανονική µορφή, όπως θα δούµε στην 
συνέχεια.. 
 
Στρατηγική ή Κανονική µορφή 
Είναι ένας από τους απλούστερους τρόπους αναπαράστασης ενός παιγνίου. 
Για να οριστεί το παίγνιο χρειάζεται να καθοριστούν: 
• Το σύνολο των παικτών στο παίγνιο 
• Το σύνολο των επιλογών που έχει κάθε παίκτης 
• Τον τρόπο µε τον οποίο εξαρτώνται τα κέρδη των παικτών από τις επιλογές τους 
 
Έτσι λοιπόν µπορούµε να περιγράψουµε ένα παίγνιο Γ δίνοντας τα εξής στοιχεία: 
 

Γ =  
Όπου: 
• Ν είναι ένα µη κενό σύνολο που εκφράζει το σύνολο των παικτών στο παίγνιο Γ 

 
•  είναι ένα µη κενό σύνολο για κάθε παίκτη i που εκφράζει το σύνολο των 
αγνών στρατηγικών που έχει στη διάθεση του ο κάθε παίκτης i. 
Όπως θα δούµε και παρακάτω, στο παίγνιο Γ, κάθε παίκτης i καλείται να επιλέξει 
να παίξει µία από τις στρατηγικές αυτές (γνήσιες) ή ένα σύνολο από αυτές, βάσει 
µιας πιθανοτικής κατανοµής πάνω στις γνήσιες στρατηγικές του. 
 

Ορισµός 2.1 – Περίγραµµα Στρατηγικών 
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Ορίζουµε ως περίγραµµα στρατηγικών ένα συνδυασµό στρατηγικών που θα 
µπορούσαν να επιλέξουν οι παίκτες (ο καθένας ξεχωριστά) και συµβολίζουµε µε C 
όλα τα πιθανά αυτά περιγράµµατα στρατηγικών. 
 
• Τότε για κάθε τέτοιο περίγραµµα στρατηγικών που ανήκει στο C, η  είναι 

µια συνάρτηση από αυτό το περίγραµµα, στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών 
και αναπαριστά το αναµενόµενο κέρδος για κάθε παίκτη i που παίζει το 
συγκεκριµένο περίγραµµα. 

 
Οι παίκτες επιλέγουν ταυτόχρονα τις στρατηγικές τους, δηλαδή το περίγραµµα 
στρατηγικών δηµιουργείται µη λαµβάνοντας υπόψη τον περιορισµό του χρόνου. 
 
Επιπλέον αν για κάθε παίκτη  το σύνολο  είναι πεπερασµένο, τότε το παίγνιο 
ονοµάζεται πεπερασµένο παίγνιο. 
 
 
Παράδειγµα 2.1 
Θα παρουσιάσουµε το παίγνιο που ονοµάζεται «Το δίληµµα του φυλακισµένου» 
 
Ιστορία: 
Δύο άτοµα έχουν συλληφθεί στον τόπο του εγκλήµατος και ανακρίνονται. 
Η µέγιστη ποινή είναι φυλάκιση 3 χρόνια, αλλά έχουν την ευκαιρία να κατηγορήσουν 
ο ένας τον άλλον ώστε να µειώσουν τα χρόνια φυλάκισής τους. 
 
Κανόνες Παιγνίου: 
Όποιος κατηγορήσει τον άλλο αφήνεται ελεύθερος [3 µονάδες ωφέλεια], αλλά ο 
άλλος πηγαίνει στην φυλακή για το µέγιστο χρόνο φυλάκισης [δηλαδή 0 µονάδες 
ωφέλεια].  
Αν και οι δύο προδώσουν τότε πάνε και οι δύο στην φυλακή, αλλά για λιγότερα 
χρόνια γιατί συνεργάστηκαν µε τις αρχές [1 µονάδα ωφέλεια] 
Αν κανείς δεν προδώσει τότε πάνε φυλακή, αλλά η ωφέλεια τους είναι µεγαλύτερη 
από το να προδώσουν [2 µονάδες ωφέλεια]. 
 
Το παίγνιο παρουσιάζεται στον παρακάτω πίνακα: 
Η προδοσία αντιστοιχεί στην στρατηγική D και η µη προδοσία στη στρατηγική C. 
Οι παίκτες, έχουν να επιλέξουν την προδοσία (D) ή την µη-προδοσία (C). 
Οι στρατηγικές του ενός παίκτη είναι στις γραµµές και του άλλου παίκτη στις στήλες. 
Το σηµείο του πίνακα που προκύπτει από τον συνδυασµό της στρατηγικής του παίκτη 
γραµµής και του παίκτη στήλης δίνει δύο αριθµούς. Ο πρώτος είναι το κέρδος του 
παίκτη γραµµής και ο άλλος το κέρδος του παίκτη στήλης. 
 
 
 C D 

C (2,2) (0,3) 
D (3,0) (1,1) 

 
Περιπτώσεις Επιλογής Στρατηγικών: 
Η καλύτερη στρατηγική για κάθε φυλακισµένο είναι να προδώσει τον άλλον, όταν ο 
άλλος δεν προδώσει (ωφέλεια 3 µονάδες). 
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Η επόµενη καλύτερη είναι όταν κανένας δεν προδώσει τον άλλον (ωφέλεια 2 
µονάδες). 
Η χειρότερη έκβαση θα ήταν για ένα φυλακισµένο όταν αυτός δεν προδώσει, ενώ ο 
άλλος προδώσει. Τότε έχει ωφέλεια 0 µονάδες. 

-ο- 
 
Παρακάτω θα δούµε κάποια χαρακτηριστικά είδη παιγνίων που θα µας χρησιµέψουν 
στην συνέχεια της εργασίας, µιας και µερικά από αυτά θα τα χρησιµοποιήσουµε και 
στα πειράµατά µας. 
 
Παίγνια µηδενικού αθροίσµατος (Zero-sum games) 
[Θα γίνει ορισµός για παίγνια zero-sum δύο παικτών] 
 
Ένα παίγνιο µεταξύ 2 παικτών ονοµάζεται zero-sum όταν για µια συγκεκριµένη 
κατάσταση, δηλαδή για κάποιον συνδυασµό στρατηγικών, το κέρδος (payoff) του 
ενός ισούται µε την απώλεια (loss)/κόστος(cost) του άλλου. 
 
Σε ένα zero-sum παίγνιο το συνολικό κέρδος (payoff), δηλαδή το άθροισµα των 
τιµών του κέρδους, και των δύο παικτών είναι πάντα µηδέν. 
 
Σηµείωση: Από τον ορισµό προκύπτει ότι αν σε µια δεδοµένη επιλογή στρατηγικών 
των δύο παικτών το κέρδος του ενός παίκτη είναι µηδέν τότε και του άλλου παίκτη το 
κέρδος είναι µηδέν. Όπως θα δούµε παρακάτω αυτό το σηµείο είναι ένα σηµείο που 
υπάρχει ισορροπία Nash. 
  
Παράδειγµα 2.2 
Παρακάτω παρουσιάζεται ένα παίγνιο µηδενικού αθροίσµατος. 
Οι γραµµές του πίνακα αντιστοιχούν στις στρατηγικές του πρώτου παίκτη και οι 
στήλες στις στρατηγικές του δεύτερου παίκτη. 
 

Πίνακας Κερδών 
 y1 y2 

x1 (4,-4) (-2,2) 
x2 (-3,3) (0,0) 

 
-ο- 

 
Win-loοse Παίγνια 
Είναι εκείνα τα παίγνια που το κέρδος κάθε παίκτη για οποιαδήποτε αγνή στρατηγική 
παιχτεί, είναι είτε 0 είτε 1.Με άλλα λόγια είτε κερδίζει, είτε χάνει (δεν υπάρχει 
ενδιάµεση κατάσταση κέρδους). 
 
Παράδειγµα 2.3 
Παρακάτω παρουσιάζεται ένα παίγνιο win-lose. 
Οι γραµµές του πίνακα αντιστοιχούν στις στρατηγικές του πρώτου παίκτη και οι 
στήλες στις στρατηγικές του δεύτερου παίκτη. 
 
 

Πίνακας Κερδών 
 y1 y2 
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x1 (0,1) (1,0) 
x2 (1,1) (0,0) 

 
-o- 

 

2.4 Πίνακες Κέρδους (Payoff Matrices) 
Στην παρούσα εργασία µελετούµε παίγνια που έχουν µόνο δύο παίκτες. Αυτά 
ονοµάζονται διπαίγνια (Bimatrix Games). Από εδώ και πέρα δεν θα αναφερόµαστε σε 
ορισµούς που αφορούν γενικά παίγνια, αλλά σε διπαίγνια. 
 
Οι δύο παίκτες, όπως θα καταλάβετε παρακάτω, ονοµάζονται: 
παίκτης γραµµής ο ένας και παίκτης στήλης ο άλλος. 
 
Τα παίγνια που µελετούµε είναι µη-συνεργατικά. Δηλαδή οι παίκτες δεν 
συνεργάζονται µεταξύ τους κατά την διάρκεια του παιγνίου  ώστε να 
µεγιστοποιήσουν το κέρδος τους. Τέτοιου είδους παίγνια χρησιµοποιήθηκαν κατά 
κόρον ώστε να κατανοηθούν φαινόµενα που έχουν να κάνουν µε παίκτες που οι 
αποφάσεις τους είναι αλληλεπιδραστικές. 
 
Τα κέρδη (payoffs) που έχει κάθε παίκτης περιγράφονται µέσω δύο πινάκων R, C. 
Τα στοιχεία του πίνακα R περιέχουν τα κέρδη που λαµβάνει ο παίκτης 1 (παίκτης 
γραµµής) και τα στοιχεία του πίνακα C περιέχουν τα κέρδη που λαµβάνει ο παίκτης 2 
(παίκτης στήλης). 
Αν λοιπόν ο πρώτος παίκτης (παίκτης γραµµής) δύναται να παίξει m γνήσιες 
στρατηγικές και ο δεύτερος παίκτης (παίκτης γραµµής) n γνήσιες στρατηγικές τότε οι 
πίνακες R και C έχουν µέγεθος m x n. 
Οι γραµµές των δύο πινάκων αντιστοιχούν στις στρατηγικές του παίκτη 1, για αυτό 
λέγεται και παίκτης γραµµής και οι στήλες αντιστοιχούν στις στρατηγικές του παίκτη 
2, για αυτόν τον λόγο ονοµάζεται παίκτης στήλης. 
Κάθε στοιχείο του πίνακα R δίνει το όφελος του παίκτη γραµµής, αν ο παίκτης 
γραµµής επιλέξει να παίξει την στρατηγική που αντιστοιχεί στη γραµµή του εν λόγω 
στοιχείου και ο παίκτης στήλης επιλέξει να παίξει τη στρατηγική που αντιστοιχεί στη 
στήλη του εν λόγω στοιχείου. 
Οµοίως ισχύει για τον πίνακα C που δίνει το όφελος του παίκτη στήλης αντίστοιχα. 
 
Παράδειγµα 2.4 
Στο παραπάνω παράδειγµα των φυλακισµένων οι αντίστοιχοι πίνακες κέρδους (R, C) 
που περιγράψαµε παραπάνω είναι οι εξής: 
 

R 
 C D 

C 2 0 
D 3 1 

 
 

C 
 C D 

C 2 3 
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D 0 1 
 

-ο- 
 

2.5 Στρατηγικές Παικτών 
Παρακάτω θα γίνει ανάλυση που αφορά τις στρατηγικές που µπορούν να παίξουν οι 
παίκτες κατά την διάρκεια ενός παιγνίου. 
 
Γνήσιες Στρατηγικές 
Όπως είδαµε παραπάνω κάθε παίκτης έχει να επιλέξει µεταξύ κάποιων στρατηγικών. 
Στα διπαίγνια, έστω ότι ο παίκτης γραµµής µπορεί να επιλέξει µεταξύ m στρατηγικών 
και ο παίκτης στήλης µεταξύ n στρατηγικών (ανεξάρτητες από αυτές του παίκτη 
γραµµής). Αυτές θα λέµε ότι είναι οι γνήσιες στρατηγικές των δύο παικτών. 
 
Μικτές Στρατηγικές 
Όµως στα παραδείγµατα που τρέχουµε οι παίκτες δεν καλούνται απαραίτητα να 
επιλέξουν να παίξουν µία από τις γνήσιες στρατηγικές τους, αλλά µπορούν να 
παίξουν ένα σύνολο στρατηγικών, δηλαδή κάποια µικτή στρατηγική. 
 
Δοθέντος ενός παιγνίου σε στρατηγική µορφή Γ = , µια µικτή 
στρατηγική για τον παίκτη i είναι µια πιθανοτική κατανοµή πάνω στο . 
Στην περίπτωσή µας, την πιθανοτική αυτή κατανοµή για τον παίκτη γραµµής θα την 
συµβολίσουµε µε το διάνυσµα x µεγέθους m και για τον παίκτη στήλης θα την 
συµβολίσουµε µε το διάνυσµα y µεγέθους n. το άθροισµα όλων των στοιχείων του x 
είναι ίσο µε 1. Οµοίως για το άθροισµα όλων των στοιχείων του y. 
 
Δηλαδή πιο φορµαλιστικά ισχύει: 

, όπου  και  για κάθε  
και  

, όπου  και  για κάθε  
 
Τα διανύσµατα x και y καθορίζουν ένα περίγραµµα µικτών στρατηγικών. Υπάρχουν 
άπειρα τέτοια περιγράµµατα µικτών στρατηγικών, ανάλογα µε τις ανεξάρτητες 
επιλογές των πιθανοτικών κατανοµών που καλούνται να επιλέξουν οι παίκτες. 
 
 
Παράδειγµα 2.5: 
Στο παραπάνω παράδειγµα των φυλακισµένων µία πιθανή µικτή στρατηγική που 
µπορεί να παίξει ο παίκτης γραµµής θα ήταν x=[0.5, 0.5], δηλαδή κάθε αγνή 
στρατηγική του µε ίση πιθανότητα. 
Ενώ ο παίκτης στήλης µε µια οποιαδήποτε άλλη κατανοµή: y=[0.7, 0.3], δηλαδή την 
πρώτη στρατηγική µε πιθανότητα 70% και την δεύτερη µε πιθανότητα 30%. 
 

-ο- 
 
Αναµενόµενες τιµές κέρδους 
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Όταν ο παίκτης γραµµής επιλέγει να παίξει την µικτή στρατηγική x και ο παίκτης 
στήλης επιλέγει να παίξει µια µικτή στρατηγική y, τότε η αναµενόµενη τιµή κέρδους 
για τον παίκτη γραµµής ισούται µε:  
Επίσης η αναµενόµενη τιµή κέρδους για τον παίκτη στήλης ισούται µε: . 
 
Σηµείωση: Θα αναφερόµαστε στις στρατηγικές που παίζουν δύο παίκτες ως το ζεύγος 
των δύο διανυσµάτων (x,y) 
 
 
Support µιας µικτής στρατηγικής 
Αν το  τότε λέµε ότι η µικτή στρατηγική x χρησιµοποιεί την i-στη αγνή 
στρατηγική. Το support του x (Supp(x)) είναι το σύνολο όλων εκείνων των αγνών 
στρατηγικών που χρησιµοποιούνται στην µικτή στρατηγική x (δηλαδή που έχουν 
θετική πιθανότητα) 
 
 
Best response µιας µικτής στρατηγικής 
Ως best response θα ορίσουµε το σύνολο εκείνων των στρατηγικών που µπορεί να 
παίξει ένας παίκτης και να του δώσει το βέλτιστο κέρδος, όταν οι στρατηγικές των 
άλλων παικτών είναι δεδοµένες. 
 
Παράδειγµα 2.6 
Θεωρούµε ένα διπαίγνιο που ορίζεται από τον εξής πίνακα κέρδους των δύο παικτών: 
 

Πίνακας Κερδών 
 y1 y2 

x1 (4,-4) (-2,2) 
x2 (-3,3) (0,0) 

 
Αν ο παίκτης γραµµής επιλέξει να παίξει την στρατηγική x1, τότε το best response 
του παίκτη στήλης είναι η στρατηγική y2, γιατί σε αντίθεση µε την y1 του επιφέρει το 
υψηλότερο κέρδος (Με την y1 στρατηγική θα είχε κέρδος -4, ενώ µε την y2, που 
αποτελεί best response στην x1, έχει κέρδος +2) 
 

-ο- 
 
Σηµείωση: Πιστεύεται ότι οι παίκτες που συµµετέχουν σε ένα παίγνιο τείνουν στο να 
παίξουν όσο τον δυνατόν πιο απλές στρατηγικές. Μεταξύ άλλων αυτό δείχθηκε στα 
[22] και [23]. Φαίνεται να προτιµούν οι παίκτες να παίζουν στρατηγικές που 
ενδεχοµένως να µην δίνουν την βέλτιστη λύση, αλλά είναι εύκολες στο να 
υλοποιηθούν. Απλές στρατηγικές είναι για παράδειγµα οι στρατηγικές που έχουν 
οµοιόµορφη κατανοµή πάνω σε µικρά supports. 
 

2.6 Ισορροπία Nash 
Βασική έννοια την οποία ουσιαστικά µελετούµε στην παρούσα εργασία είναι η 
έννοια της ισορροπίας Nash. 
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Αναφερόµαστε πάντα σε παίγνια µη-συνεργατικά (όπου οι παίκτες δεν συνεργάζονται 
µεταξύ τους) και στο οποίο οι παίκτες είναι λογικοί και ευφυείς και λειτουργούν, 
όπως είδαµε, ανεξάρτητα όταν επιλέγουν τις στρατηγικές τους. 
Ένα παίγνιο ισορροπεί όταν οι παίκτες επιλέγουν να παίξουν κάποια στρατηγική ο 
καθένας και κανένας παίκτης δεν έχει κίνητρο να αποκλίνει µονοµερώς από τη 
στρατηγική του, δηλαδή κανείς παίχτης δεν µπορεί να αυξήσει το κέρδος του 
επιλέγοντας να παίξει µια διαφορετική στρατηγική όταν οι άλλοι παίκτες διατηρούν 
τις στρατηγικές τους. 
 
Πιο φορµαλιστικά: 
 
Ορισµός Ισορροπίας Nash (Nash Equilibrium) 
Ένα ζεύγος στρατηγικών είναι ισορροπία Nash για ένα διπαίγνιο, όταν ισχύει 
ότι: 

1) Για κάθε πιθανή µικτή στρατηγική x του παίκτη γραµµής:  και 
2) Για κάθε πιθανή µικτή στρατηγική y του παίκτη στήλης:  

 
Που σηµαίνει στην περίπτωση (1) ότι αν x η πιθανοτική κατανοµή στρατηγικών στην 
οποία µονοµερώς αλλάζει ο παίκτης γραµµής, τότε το κέρδος που θα έχει αν παίξει 
αυτήν, όποια κι αν είναι αυτήν, θα είναι πάντα µικρότερο. 
Οµοίως για την περίπτωση (2), για τον παίκτη στήλης. 
Άρα δεν συµφέρει σε κανέναν από τους δύο παίκτες να αποκλίνει από την 
στρατηγική  αντίστοιχα. 
 
Παράδειγµα 2.7 
Θεωρούµε πάλι το παίγνιο των φυλακισµένων που περιγράφεται µε τον εξής πίανακα: 
 

 C D 
C (2,2) (0,3) 
D (3,0) (1,1) 

 
Στο παραπάνω παράδειγµα των φυλακισµένων βλέπουµε ότι υπάρχει µία αγνή 
ισορροπία Nash. Κι αυτή είναι να παίξουν και οι δύο παίκτες την στρατηγική D 
(δηλαδή να προδώσουν και οι δύο παίκτες). Ακόµα κι αν αυτό µοιάζει παράδοξο είναι 
η µόνη στρατηγική που κανέναν παίκτη δεν συµφέρει µονοµερώς να παρεκκλίνει 
γιατί χάνει από το κέρδος του. 
Αν παρεκκλίνει ο παίκτης γραµµής τότε από την στρατηγική (D,D) πηγαίνουµε στην 
στρατηγική (C,D) το κέρδος του παίκτη γραµµής γίνεται από 1 γίνεται 0. Οµοίως αν 
παρεκκλίνει ο παίκτης στήλης από την στρατηγική (D,D) πηγαίνουµε στην 
στρατηγική (D,C) το κέρδος του παίκτη γραµµής γίνεται από 1 γίνεται 0. 
Άρα δεν συµφέρει κανέναν να παρεκκλίνει µονοµερώς. Και άρα και οι δύο θα 
επιλέξουν την στρατηγική D. 
 

-o- 
 

2.7 Προσεγγιστική ή Κατά προσέγγιση Ισορροπία Nash 
Παρ` ότι ο John Nash απέδειξε ότι υπάρχει πάντα µια ισορροπία Nash, η εύρεσή της 
ακόµα και για παίγνιο 2 παικτών σε πολυωνυµικό χρόνο είναι ένα πρόβληµα που 
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ακόµα δεν έχει λυθεί. Έτσι λόγω αυτού προέκυψε ο όρος της προσεγγιστικής 
ισορροπίας Nash (approximate Nash Equilibria) που είναι και γνωστή ως ε-Nash 
Equilibrium. 
Ένα παίγνιο έχει προσεγγιστική ισορροπία Nash σε κάποιο σηµείο (στρατηγικών των 
παικτών) όπου κανείς παίχτης δεν µπορεί να αυξήσει το κέρδος του περισσότερο από 
ε, επιλέγοντας µονοµερώς να αλλάξει στρατηγική και να παίξει µια διαφορετική όταν 
οι άλλοι παίκτες διατηρούν τις στρατηγικές τους. 
 
Πιο φορµαλιστικά: 
 
Ορισµός της κατά προσέγγιση Ισορροπία Nash (ε - Nash Equilibrium) 
Για κάθε ε>0, ένα ζεύγος στρατηγικών είναι προσεγγιστική ισορροπία Nash για 
ένα διπαίγνιο, όταν ισχύει ότι: 

1) Για κάθε πιθανή µικτή στρατηγική x του παίκτη γραµµής:  
και 

2) Για κάθε πιθανή µικτή στρατηγική y του παίκτη στήλης:  
 
Που σηµαίνει στην περίπτωση (1) ότι αν x η πιθανοτική κατανοµή στρατηγικών στην 
οποία µονοµερώς αλλάζει ο παίκτης γραµµής, τότε το κέρδος που θα έχει αν παίξει 
αυτήν, όποια κι αν είναι αυτήν, θα είναι πάντα µικρότερο ή ίσο µε ε. 
Οµοίως για την περίπτωση (2), για τον παίκτη στήλης. 
Άρα δεν συµφέρει σε κανέναν από τους δύο παίκτες να αποκλίνει από την 
στρατηγική  αντίστοιχα, αν θέλει να αυξήσει το κέρδος του παραπάνω από ε. 
 
Ορισµός ε -well – Nash Equilibria 
Υπάρχει ακόµη µια παραλλαγή της προσεγγιστικής ισορροπίας Nash, την οποία δεν 
θα µελετήσουµε στην εργασία αυτήν, αλλά αξίζει να αναφέρουµε µιας και είναι 
αρκετά παρεµφερής µε αυτήν που µελετούµε και έχει εξεταστεί και ερευνηθεί εξίσου 
µε τις απλές προσεγγιστικές ισορροπίες Nash. 
 
Για κάθε ε>0, ένα ζεύγος στρατηγικών , τέτοιο ώστε ο κάθε παίκτης παίζει 
µόνο προσεγγιστικές best-response αγνές στρατηγικές µη µηδενικής πιθανότητας. 
είναι ε -well – Nash Equilibria για ένα διπαίγνιο, όταν ισχύει ότι: 

1) Για κάθε πιθανή µικτή στρατηγική  του παίκτη γραµµής: 
,  

και 
2) Για κάθε πιθανή µικτή στρατηγική  του παίκτη στήλης: 

,  
Κάθε ε - well – Nash Equilibria είναι επίσης και ε – Nash Equilibria, αλλά όχι το 
αντίθετο. 
 

2.8 PPAD και Εύρεση Ισορροπία Nash 
Ένα από τα κυρίαρχα ζητήµατα της Αλγοριθµικής Θεωρίας Παιγνίων είναι το πόσο 
υπολογιστικά δύσκολο είναι να βρεθεί µια ισορροπία Nash. Παρακάτω θα αναλυθεί η 
κλάση η οποία περιέχει το πρόβληµα της εύρεσης ισορροπίας Nash και ονοµάζεται 
PPAD. 
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Η κλάση PPAD (Polynomial Parity Arguments on Directed graphs) αποτελεί µια 
κλάση πολυπλοκότητας που πρώτος ο Χ. Παπαδηµητρίου εισήγαγε το 1994. 
 
Η κλάση PPAD είναι υποσύνολο της κλάσης TFNP, η οποία είναι υποκλάση της 
FNP, η οποία περιλαµβάνει όλα τα προβλήµατα εύρεσης (“NP-search problems") για 
τα οποία ξέρουµε ότι υπάρχει λύση. 
 
Η κλάση FNP 
Η κλάση FNP (Fully Non Polynomial) είναι η κλάση εκείνη στην οποία έχουµε να 
κάνουµε µε ένα πρόβληµα απόφασης (το οποίο απαντά µε ένα «ναι» ή ένα «όχι»), 
αλλά στην περίπτωση της απάντησης «ναι», απαιτείται η επιστροφή της λύσης του 
προβλήµατος. Η κλάση FNP είναι τουλάχιστον όσο δύσκολη είναι η κλάση NP. 
 
Η κλάση TFNP 
Η κλάση TFNP (Total Function Non Polynomial) όπως είπαµε είναι µια υποκλάση 
της FNP. Τα προβλήµατα που εµπεριέχει είναι αυτά στα οποία γνωρίζουµε ότι η 
απάντηση στο πρόβληµα είναι «ναι» και απλά πρέπει να επιστραφεί µία λύση. 
Η σχέση που υπάρχει µεταξύ της κλάσης TFNP και της NP δεν έχει προσδιοριστεί 
ακόµα. 
Πιο φορµαλιστικά η κλάση TFNP ορίζεται ως εξής: 

Μια δυϊκή  σχέση P(x,y) που βρίσκεται στην TFNP αν και µόνο αν υπάρχει 
ντετερµινιστικό αυτόµατο το οποίο σε πολυωνυµικό χρόνο µπορεί να 
αναγνωρίσει αν η P(x,y) σταµατά (δηλαδή να δίνει απάντηση) δοθέντος τα x και 
y και επίσης για κάθε x, υπάρχει τέτοιο y που η P(x,y) να σταµατά. 

Όπως χαρακτηριστικά αναφέρει και ο Χρήστος Παπαδηµητρίου η TFNP είναι µια 
εννοιολογική κλάση, µε την έννοια ότι δεν είναι complete. Δεν εµπεριέχει 
προβλήµατα στα οποία να µπορώ να κάνω αναγωγή από άλλα προβλήµατα. 
Το γεγονός αυτό δηµιουργεί την ανάγκη εύρεσης υποκλάσεων της TFNP που να 
εµπεριέχουν τέτοιου είδους προβλήµατα. Μια τέτοια κλάση είναι η PPAD (που είναι 
επίσης υποκλάση της PPA). 
 
Η κλάση PPAD 
Η PPAD είναι υποκλάση της TFNP, όπου η πιστοποίηση ότι υπάρχει τέτοιο y που η 
P(x,y) να σταµατά στηρίζεται σε ένα parity argument ενός κατευθυνόµενου γράφου. 
 
Ορισµός Parity Argument 
Κάθε γράφος µέγιστου βαθµού 2 έχει άρτιο αριθµό από κόµβους βαθµού 1 ή 
διαφορετικά έχει άρτιο αριθµό φύλλων. 
 
Όπως αναφέραµε ο John Nash απέδειξε ότι σε κάθε παίγνιο υπάρχει πάντα µια µικτή 
ισορροπία Nash [4] [5]. 
Στην πρώτη δηµοσίευσή του απέδειξε το παραπάνω χρησιµοποιώντας το θεώρηµα 
σταθερού σηµείου του Kakutani, ενώ στην δεύτερη του δηµοσίευση χρησιµοποίησε 
το θεώρηµα σταθερού σηµείου του Brouwer. 
Αποδείχθηκε ότι η εύρεση µιας ισορροπίας Nash είναι ισοδύναµη µε την εύρεση ενός 
σταθερού σηµείου µιας συνάρτησης που µοντελοποιεί το εκάστοτε παίγνιο. Μια 
συνάρτηση Brouwer δύναται να µοντελοποιήσει ένα παίγνιο έτσι ώστε τα σταθερά 
σηµεία της να είναι οι ισορροπίες Nash του παιγνίου. 
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Ήδη από το 1964 οι Lemke και Howson πρότειναν έναν αλγόριθµο εύρεσης µίας 
ισορροπίας Nash σε διπαίγνιο (bimatrix game). 
Αποδείχθηκε ότι ο αλγόριθµος αυτός απαιτεί εκθετικό αριθµό βηµάτων, 
ανεξάρτητα από το σηµείο εκκίνησης, ακόµα και για win-loose παίγνια. 
 
Το πρόβληµα της εύρεσης N.E. (Nash Equilibria) δεν µπορεί να αποδειχθεί ότι είναι 
NP-complete, µιας και ξέρουµε ήδη ότι υπάρχει τουλάχιστον µία, στην οποία το 
πρόβληµα απόφασης δίνει πάντα και τετριµµένα απάντηση ύπαρξης. Η απόδειξη 
ύπαρξης αυτή δεν είναι κατασκευαστική. 
Βλέπουµε λοιπόν ότι το πρόβληµα εύρεσης ενός ΝΕ έχει “inefficient proof of 
existence", κάτι που το τοποθετεί στην κλάση PPAD. 
Μέχρι πρόσφατα δεν ήταν γνωστό αν το πρόβληµα της εύρεσης N.E. είναι πλήρες για 
την κλάση PPAD. Τελικά αποδείχθηκε ότι ακόµα και για παίγνια µε 4, 3 και 2 
παίκτες το πρόβληµα είναι PPAD-complete. 
 
Τέλος να τονίσουµε ότι, παρόλο που το πρόβληµα εύρεσης ενός ΝΕ δεν είναι NP-
complete, το πρόβληµα απόφασης της ύπαρξης περισσοτέρων του ενός ΝΕ σε ένα 
παίγνιο, είναι. 
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Κεφάλαιο 3 
 

Γραµµικός Προγραµµατισµός 
 

3.1 Ορισµός Γραµµικού Προγραµµατισµού 
Γραµµικός προγραµµατισµός είναι η διαδικασία εύρεσης µιας βέλτιστης λύσης µιας 
γραµµικής συνάρτησης (αντικειµενικής συνάρτησης), η οποία ισχύει κάτω από ένα 
πεπερασµένο σύνολο γραµµικών ανισοτήτων (περιορισµοί). 
Ο γραµµικός προγραµµατισµός είναι κάτι το οποίο χρησιµοποιήθηκε από αρκετά 
παλιά ως µέθοδος επίλυσης προβληµάτων, µιας και πολλά προβλήµατα ανάγονται σε 
γραµµικά προγράµµατα. Όπως θα δούµε παρακάτω ένα τέτοιο πρόβληµα που 
ανάγεται σε γραµµικό πρόγραµµα είναι και αυτό που καλούµαστε να λύσουµε εµείς 
(της εύρεσης προσεγγιστικής ισορροπίας Nash). 
 
Παράδειγµα 3.1 
 
Το πρόβληµα της ΔΙΑΙΤΑΣ. 
Έχοντας στην διάθεσή µας ένα πλήθος προϊόντων θα υποθέσουµε ότι αυτά µας 
παρέχουν Θερµίδες και Πρωτεΐνες. Επίσης ανάλογα την ποσότητα, τα προϊόντα έχουν 
ένα κόστος σε Ευρώ. 
Υποθέτουµε ότι θέλουµε να σε καθηµερινή βάση να προσλαµβάνουµε µια ελάχιστη 
ποσότητα θερµίδων και πρωτεϊνών, προσπαθώντας να δαπανήσουµε το ελάχιστο 
δυνατό ποσό (σε Ευρώ) κάθε µέρα. 
 
Το πρόβληµα περιγράφεται στον παρακάτω πίνακα: 
 
Είδος τροφής Θερµίδες Πρωτεΐνες Τιµή [Ευρώ] 

Κοτόπουλο 205 32 2,4 
Γάλα 160 8 0,9 
Χοιρινό 260 14 1,9 
Απαιτήσεις 
ανθρώπου 

2000 55  

 
Η τελευταία γραµµή απεικονίζει τις απαιτήσεις που έχει ένας άνθρωπος καθηµερινά. 
 
Περιορισµοί 
Ορίζουµε ως xi την δόση (την ποσότητα) της i-στης τροφής. 
Οι περιορισµοί µπορούν να περιγραφθούν από τις παρακάτω ανισότητες: 

 

καθώς και ότι πρέπει οι ποσότητες , αφού µιλάµε για υλικά αγαθά. 
 
Αντικειµενική Συνάρτηση 
Όπως είπαµε η αντικειµενική συνάρτηση ορίζει την ελαχιστοποίηση την συνολικής 
τιµής που θα πληρώσουµε σε Ευρώ. 
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Άρα θέλουµε: 
minimize:  
 
Οι παραπάνω περιορισµοί και η αντικειµενική συνάρτηση ορίζουν ένα γραµµικό 
πρόγραµµα. Η λύση του οποίου θα δώσει τιµές στις µεταβλητές  έτσι ώστε η 
τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης να γίνει η ελάχιστη δυνατή που ικανοποιεί τους 
περιορισµούς. 
 

-ο- 

3.2 Στοιχεία Πολυπλοκότητας 
Μια πολύ σηµαντική κλάση προβληµάτων ανάγονται σε Γραµµικό Προγραµµατισµό. 
Αυτό είναι πολύ σηµαντικό όσον αφορά την Θεωρητική Πληροφορική. 
Το 1947 προτάθηκε ο αλγόριθµος SIMPLEX από τον George Dantzig, µέσω του 
οποίου λύνονται γραµµικά προγράµµατα. Παρ` όλα αυτά στην χειρότερη περίπτωση 
έχει εκθετικό χρόνο εκτέλεσης. Στην πράξη βέβαια είναι πάρα πολύ αποδοτικός. 
 
Ήδη από πολύ νωρίς αποδείχθηκε ότι ο γραµµικός προγραµµατισµός ανήκει στην 
κλάση . Παρ` όλα αυτά δεν υπήρχε κανείς γνωστός αλγόριθµος που να 
χρειάζονταν πολυωνυµικό χρόνο για να λύσει ένα γραµµικό πρόγραµµα. 
Στην δεκαετία του 1970 ο Ελλειψοειδής αλγόριθµος, ήταν ο πρώτος που έτρεχε σε 
πολυωνυµικό χρόνο, ενώ την δεκαετία του 1980 ανακαλύφθηκε ο αλγόριθµο του 
Καρµακάρ, ο οποίος εισήγαγε την µελέτη των µεθόδων εσωτερικών σηµείων για τον 
γραµµικό προγραµµατισµό. 
 

3.3 Γραµµικό Πρόγραµµα 
Γραµµικό Πρόγραµµα είναι το πρόβληµα της µεγιστοποίησης µια συνάρτησης 
ωφέλειας ή αντίστοιχα της ελαχιστοποίησης µιας συνάρτησης κόστους 
(αντικειµενικής συνάρτησης), υπό κάποιες συνθήκες που ονοµάζονται περιορισµοί. 
Η συνάρτηση αυτή εξαρτάται από ένα σύνολο µεταβλητών απόφασης  µε 
την προϋπόθεση ότι τηρούνται κάποιοι περιορισµοί ως προς τις τιµές των 
µεταβλητών αυτών. Αυτοί οι περιορισµοί εκφράζονται µέσα από ένα σύνολο 
γραµµικών ισοτήτων και ανισοτήτων. 
 

 - LP Problem 
 
όπου: 
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Εφικτή Λύση 
Αυτό που αναζητούµε ουσιαστικά στο παραπάνω LP είναι το διάνυσµα x (δηλαδή τις 
µεταβλητές απόφασης) που να ικανοποιεί την σχέση που είδαµε. 
Ένα τέτοιο πραγµατικό διάνυσµα x που ικανοποιεί του περιορισµούς και την µη-
αρνητικότητα του LP θα το ονοµάζουµε εφικτή λύση (feasible solution). 
 
Μη Επιλύσιµο Πρόγραµµα 
Μη επιλύσιµο (infeasible) θα ονοµάζεται εκείνο το LP που δεν έχει καµιά εφικτή 
λύση. 
 
Βέλτιστη Λύση 
Ένα διάνυσµα x* που εκτός από τους του περιορισµούς και την µη-αρνητικότητα του 
LP, δίνει την µικρότερη τιµή στην αντικειµενική συνάρτηση (εφόσον µιλάµε για 
minimization) ή την µεγαλύτερη τιµή στην αντικειµενική συνάρτηση (εφόσον µιλάµε 
για maximization), δηλαδή βελτιστοποιεί την αντικειµενική συνάρτηση, θα την 
ονοµάζουµε βέλτιστη λύση. 
 
Υπάρχουν πολλοί τρόποι αναπαράστασης γραµµικών προγραµµάτων από τις οποίες 
θα δούµε µόνο αυτήν που θα χρησιµοποιήσουµε εµείς (κανονική µορφή). 
 

3.4 Μορφές Γραµµικών Προγραµµάτων 
Κάθε LP µπορεί να αναπαρασταθεί µε διαφορετικούς τρόπους. Βέβαια εµείς θα 
δουλέψουµε µε την κανονική µορφή που θα περιγράψουµε παρακάτω, αλλά πλέον 
είναι τετριµµένη η µετατροπή κάθε µορφής σε οποιαδήποτε άλλη, µέσω κάποιων 
κανόνων. 
 
 
Γενική Μορφή (General Form): 
Είναι το πρόβληµα της ελαχιστοποίησης µια γραµµικής συνάρτησης (αντικειµενική 
συνάρτηση), βάσει ενός πεπερασµένου αριθµού γραµµικών περιορισµών ισότητας 
και ανισότητας. 

 - G-LP 
όπου υπάρχει συνδυασµός περιορισµών ισότητας και ανισότητας και ο περιορισµός 
στο πρόσηµο των µεταβλητών δεν είναι περιοριστικός για όλες τις µεταβλητές. 
Μπορούν να υπάρξουν µεταβλητές που να µην έχουν κανέναν περιορισµό όσο αφορά 
το πρόσηµό τους. 
 
 
Τυπική Μορφή (Standard Form): 

 - S-LP 
Υπάρχει µόνο ο περιορισµός ισότητας, ενώ οι µεταβλητές έχουν όλες µη-αρνητικό 
πρόσηµο. 
 
 
Κανονική Μορφή (Canonical Form): 

 - C-LP 
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Επιτρέπονται µόνο οι περιορισµοί ανισότητας και µη αρνητικές τιµές στις µεταβλητές 
του προβλήµατος. 
 
 
Και οι τρεις αυτές µορφές είναι ισοδύναµες και θα δούµε παρακάτω µε ποιους 
κανόνες µπορούµε να δηµιουργήσουµε την µία από την άλλη. 
 

3.5 Μετατροπές 
Οι µετατροπές των διάφορων µορφών σε άλλες, είναι πλέον τετριµµένες. Μπορούµε 
για παράδειγµα ένα πρόβληµα µεγιστοποίησης να το µετατρέψουµε σε πρόβληµα 
ελαχιστοποίησης, αλλάζοντας απλά το πρόσηµο του διανύσµατος των συντελεστών 
της αντικειµενικής συνάρτησης. Κάτι τέτοιο θα το κάνουµε στην εργασία αυτήν όταν 
εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο. (µετατροπή του minimax προβλήµατος σε min) 
Ισοδύναµες θα είναι εκείνες οι µορφές LP στις οποίες υπάρχει το ίδιο σύνολο 
βέλτιστων λύσεων ή είναι και οι δύο µορφές µη-επιλύσιµες. 
 
Μετατροπή µορφής ελαχιστοποίησης σε µορφή µεγιστοποίηση 
Απλώς αλλάζουµε το πρόσηµο των συντελεστών της συνάρτησης. 
 

 
 
Μετατροπή περιορισµών ισότητας σε περιορισµούς ανισότητας 
Για κάθε i-στο περιορισµό οι περιορισµοί µπορούν να µετατραπούν εύκολα από την 
µία µορφή στην άλλη βάσει του εξής κανόνα: 
 

 
 
Μετατροπή περιορισµών ανισότητας σε περιορισµούς ισότητας 
Η µετατροπή αυτή γίνεται µέσω αδιάφορων µεταβλητών s: 
 

 
 
Μετατροπή µη θετικότητας σε µη αρνητικότητα 
Απλώς αντικαθιστούµε την µεταβλητή µε την  στο LP µας. 
 
Μετατροπή µιας κανονικής µορφής σε τυπική µορφή 
Κι αυτό γίνεται µέσω αδιάφορων µεταβλητών s: 

 
 
Με άλλα λόγια και οι τρεις µορφές (Γενική , Τυπική, Κανονική) είναι ισοδύναµες, 
µέσω των µετατροπών που παρουσιάσαµε και χωρίς να γίνει κάποια µεγάλη αλλαγή 
στον αριθµό των µεταβλητών και των περιορισµών. 
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3.6 Προϋποθέσεις εφαρµογής του γραµµικού προγραµµατισµού 
Οι απαιτούµενες προϋποθέσεις για την εφαρµογή του γραµµικού προγραµµατισµού 
σ’ ένα πρόβληµα βελτιστοποιήσεως, µέσω των οποίων περιορίζεται το φάσµα της 
εφαρµογής του γραµµικού προγραµµατισµού σε προβλήµατα είναι: 
 
1. Γραµµικότητα 
Όλες οι συναρτήσεις του προβλήµατος, αντικειµενική συνάρτηση και 
περιορισµοί, πρέπει να είναι γραµµικές ως προς τις άγνωστες µεταβλητές. Δηλαδή 
να ισχύουν οι ιδιότητες της αναλογικότητας και της προσθετικότητας όσο αφορά 
τις µεταβλητές του προβλήµατος. 
 

2. Διαιρετότητα 
Το µοντέλο του γραµµικού προγραµµατισµού υποθέτει ότι κάθε µεταβλητή είναι 
συνεχής και εποµένως άπειρα διαιρετή. Αυτό συνεπάγεται ότι όλες οι µεταβλητές  
επιτρέπεται να πάρουν κλασµατικές ή ακέραιες τιµές. 
 

3. Βεβαιότητα 
Το µοντέλο του γραµµικού προγραµµατισµού προϋποθέτει ότι όλοι οι παράµετροι 
του προβλήµατος είναι γνωστές µε απόλυτη βεβαιότητα. 

 
Όπως είναι ορατό, οι προϋποθέσεις αυτές περιορίζουν το φάσµα εφαρµογής του 
Γραµµικού Προγραµµατισµού σε διάφορα προβλήµατα. Παρ` όλα αυτά υπάρχουν 
τρόποι αναγωγής των προβληµάτων που δεν ικανοποιούν τις προϋποθέσεις αυτές σε 
Γραµµικά Προγράµµατα τα οποία δίνουν λύσης που προσεγγίζουν την επιθυµητή 
λύση. 
 

3.7 Convex και Concave Συνάρτηση και Σύνολο 
 
Συναρτήσεις 
Μια συνάρτηση  ονοµάζεται convex αν για κάθε  και κάθε 

 έχουµε: 
 

Αν ισχύει η αντίθετη ανισότητα τότε ονοµάζεται concave. 
 
Αν οι συναρτήσεις  είναι convex τότε η 

 είναι επίσης convex. 
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Εικόνα 1: (a) Μία συνάρτηση convex, (b) Μία συνάρτηση concave, (c) Μια 
συνάρτηση που δεν είναι ούτε convex, ούτε concave. 
Πηγή: [6] 

 
Σύνολα 
Ένα set  είναι convex αν για κάθε  και για κάθε , έχουµε:  

 
 

 
Εικόνα 2:  (a) Ένα convex set, (b) Ένα set που δεν είναι convex 
Πηγή: [6] 
 
 

3.8 Πολύεδρο – Vertex 
Πολύεδρο 
Πολύεδρο είναι ένα σύνολο που µπορεί να περιγραφθεί από την εξής σχέση: 

, 
όπου το C είναι ένα πίνακας m x n και το b είναι διάνυσµα µέσα στο . 
 
Εφικτή Λύση 
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Έστω M, N πεπερασµένα σύνολα και και , τότε για κάποια δεδοµένα 
διανύσµατα ,  και κάποιον πίνακα , θεωρούµε το πολύεδρο: 

 

Κάθε διάνυσµα x που ανήκει στο πολύεδρο P ονοµάζεται εφικτή λύση του 
πολύεδρου αυτού. 
Ένα γραµµικό πρόγραµµα αναζητά το διάνυσµα x που είναι ταυτόχρονα εφικτή λύση 
και βέλτιστη λύση της αντικειµενικής συνάρτησης. 
 
Κορυφή (vertex) 
Το σηµείο  ονοµάζεται κορυφή (vertex) του P αν και µόνο αν  δεν µπορεί να 
γραφτεί ως αυστηρά κυρτός συνδυασµός δύο άλλων διανυσµάτων του P. 
 
Πιο φορµαλιστικά: 

Δεν υπάρχει  
 
Δηλαδή αν x είναι κορυφή, τότε δεν µπορούµε να κινηθούµε κατά µήκος ενός 
ευθυγράµµου τµήµατος που ενώνει δύο σηµεία του P και περνά από το x, εφόσον το 
x δεν είναι κάποιο από τα άκρα του. 
 

3.9 Βασική Λύση 
Στην τυπική µορφή του προβλήµατος αν το σύστηµα έχει r µεταβλητές και m 
γραµµικές εξισώσεις και ισχύει ότι m<r , τότε βασική λύση είναι µία λύση που 
προκύπτει αν θέσουµε r-m µεταβλητές ίσες µε το µηδέν και λύσουµε ως προς τις 
υπόλοιπες m µεταβλητές υπό τον όρο το γραµµικό σύστηµα που προκύπτει να 
περιλαµβάνει m γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες του πίνακα Α. 
Δηλαδή ο πίνακας Α να περιέχει έναν υποπίνακα διάστασης m x m για τον οποίο να 
ισχύει ότι η ορίζουσα του είναι διάφορη του µηδενός. 
 
Η τετραγωνική µήτρα, που προκύπτει από τον Α και έχει m γραµµικά ανεξάρτητες 
στήλες καλείται βάση του συστήµατος, ενώ οι m µεταβλητές που αντιστοιχούν στις 
στήλες της βάσεως καλούνται βασικές µεταβλητές. Οι υπόλοιπες r-m µεταβλητές 
που δεν περιλαµβάνονται στη βάση καλούνται µη βασικές µεταβλητές. Αν 
συµβολίσουµε τον υποπίνακα των m γραµµικά ανεξάρτητων στηλών του Α µε Β, ( 
det(B) ≠ 0), η βασική λύση µπορεί να υπολογιστεί από την σχέση: 

, όπου το x είναι το διάνυσµα των βασικών µεταβλητών. 
 
Ο πίνακας Β ονοµάζεται και βασικός πίνακας. 
 
Βασική εφικτή λύση είναι µία βασική λύση όπου όλες οι βασικές µεταβλητές είναι 
µη αρνητικές. 
 
Μη εκφυλισµένη βασική εφικτή λύση είναι µία βασική εφικτή λύση µε ακριβώς m 
θετικά  και έχει λιγότερα από m θετικά . 
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3.10 Αλγόριθµοι επίλυσης SIMPLEX  
(σηµείο εκκίνησης και απόδοση) 
Ο αλγόριθµος SIMPLEX επιλύει ένα γραµµικό πρόγραµµα εστιάζοντας στις βασικές 
εφικτές λύσεις του. Στην χειρότερη περίπτωση του δεν είναι πολυωνυµικός, αλλά 
πρακτικά είναι αρκετά γρήγορος. 
 
Λειτουργία Αλγορίθµου 
Γνωρίζοντας πώς να ελέγξουµε αν ένα γραµµικό πρόγραµµα είναι πεπερασµένο ή όχι, 
τότε αν η συνάρτηση κόστους (αντικειµενική συνάρτηση) ενός γραµµικού 
προγράµµατος έχει κάτω φράγµα στο χώρο λύσεων, αρκεί να ελέγξουµε όλες τις 
εκθετικές σε αριθµό κορυφές του πολυέδρου των λύσεων, για να βρούµε βέλτιστη 
λύση. 
Ο SIMPLEX εξετάζει τις κορυφές του πολυέδρου. Όχι όλες. Ξεκινάει από µια 
κορυφή και τη συγκρίνει µε τις γειτονικές της κορυφές. Αν µεταξύ αυτών υπάρχει 
κάποια που να δίνει καλύτερη λύση τότε µετακινείται σε αυτήν. Αυτή η διαδικασία 
συνεχίζεται µέχρι να βρεθεί κάποια κορυφή που να είναι η καλύτερη δυνατή. 
 
Πρακτικά Αποτελέσµατα 
Στην πράξη ο αλγόριθµος SIMPLEX δεν κάνει εκθετικό αριθµό βηµάτων. 
Έχει δειχθεί στην πράξη ότι ο αλγόριθµος κάνει 4m µε 6m εναλλαγές και σπάνια 
πάνω από 10m βήµατα, όπου m είναι ο αριθµός κορυφών. Επίσης καθώς µεγαλώνει ο 
αριθµός m των µεταβλητών του προβλήµατος, ο αριθµός των εναλλαγών αυξάνεται 
µε πολύ αργό ρυθµό. 
 

3.11 Δυϊκό Γραµµικό Πρόγραµµα (Dual LP) 
Ο γραµµικός προγραµµατισµός και ιδιαίτερα η δυϊκότητα (δηλαδή η σύνδεση του 
primal προβλήµατος µε το δυϊκό), αποτελούν ισχυρά αποδεικτικά εργαλεία, τα οποία 
έχουν σωρεία εφαρµογών στον γραµµικό προγραµµατισµό. Χρησιµοποιήθηκαν 
περισσότερα στους προσεγγιστικούς αλγόριθµους. Μέσω της δυϊκότητας ήρθε στο 
φως µια νέα µέθοδος επίλυσης γραµµικών προγραµµάτων, την οποία χρησιµοποιεί το 
βοηθητικό πρόγραµµα CPLEX που χρησιµοποιούµε στην παρούσα εργασία για την 
λύση των LPs που έχουµε και ονοµάζεται dual simplex method. 
 
Ένα (primal) γραµµικό πρόγραµµα µπορεί να συνδεθεί µε ένα άλλο (dual) γραµµικό 
πρόγραµµα, ακολουθώντας τους εξής µηχανισµούς: 
 

Primal Dual 
Minimize  Maximize  
Subject to  Subject to  
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Έτσι δηµιουργείται από ένα dual γραµµικό πρόβληµα, ένα ισοδύναµο dual. 
Κάθε dual µεταβλητή σχετίζεται µε έναν συγκεκριµένο primal περιορισµό, που 
αντιπροσωπεύει την τιµωρία (penalty) για την παραβίαση του περιορισµού αυτού. 
Αντικαθιστώντας τους primal περιορισµούς µε τις dual µεταβλητές, αυξάνουµε το 
πλήθος τον δυνατών επιλογών και αυτό µας βοηθάει στο να δηµιουργούµε primal 
λύσεις των οποίων το κόστος είναι µικρότερο από της καλύτερης λύσης που είχαµε 
βρει στο primal πρόβληµα. 
 
Έτσι κάθε γραµµικό πρόγραµµα LP µπορεί να µετατραπεί σε ένα άλλο γραµµικό 
πρόγραµµα Dual LP. 
 
Το αντίστοιχο πολύεδρο που δηµιουργείται είναι το εξής: 

 

 
Για ένα ζεύγος γραµµικών προγραµµάτων Primal LP και το αντίστοιχο Dual LP, 
ισχύει το Θεώρηµα: 
 
Αν πάρουµε ένα δυϊκό (dual) πρόγραµµα LP και βρούµε το ισοδύναµο ελάχιστο 
πρόβληµα και στη συνέχεια δηµιουργήσουµε το δυϊκό αυτού του προγράµµατος, 
είναι το ίδιο το αρχικό γραµµικό πρόγραµµα. 
 
Θεώρηµα Δυϊκότητας 

1. (Ασθενής Δυϊκότητα) Αν x είναι η εφικτή λύση του primal προβλήµατος 
( ) και p η εφικτή λύση του dual προβλήµατος ( ), τότε: 

 
2. (Ισχυρή Δυϊκότητα) Αν ένα πρόβληµα γραµµικού προγράµµατος έχει 
βέλτιστη λύση, τότε και το dual του έχει επίσης και οι τιµές των 
αντικειµενικών συναρτήσεων των δύο αυτών γραµµικών προγραµµάτων 
ταυτίζονται για τις βέλτιστες αυτές λύσεις. 
Δηλαδή αν  και   τότε . 

 
 
Για ένα ζεύγος δυϊκών µεταξύ τους προγραµµάτων ισχύει το παρακάτω θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα Συµπληρωµατική Χαλαρότητα 
Αν x µια εφικτή λύση του primal προβλήµατος και p µια εφικτή λύση του dual 
προβλήµατος, τότε τα x, p είναι βέλτιστες λύσεις των δύο αντίστοιχων προβληµάτων 
αν και µόνο αν: 
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Κεφάλαιο 4 
 

Προηγούµενα αποτελέσµατα για εύρεση Προσεγγιστικής 
Ισορροπίας Nash 
 
Όπως είδαµε το πρόβληµα της εύρεσης ισορροπίας Nash σε πολυωνυµικό χρόνο 
ακόµα και για παίγνια δύο παικτών είναι ένα ανοιχτό πρόβληµα που δεν έχει επιλυθεί 
ακόµα. 

4.1 Nash Equilibria 
Δεν είναι ακόµα γνωστό αν µπορεί να υπολογιστεί αποδοτικά µια ισορροπία Nash. 
Για παίγνια µε δύο παίκτες υπάρχουν ήδη γνωστοί αλγόριθµοι που παρουσιάζονται 
στα [15,16,17,18,19,20,21], αλλά είτε έχουν εκθετικό χρόνο (στο µέγεθος των 
δυνατών αγνών στρατηγικών) εκτέλεσης στην χειρότερη περίπτωση, είτε είναι 
άγνωστο αν τρέχουν σε πολυωνυµικό χρόνο. 
Για παίγνια τριών παικτών το πρόβληµα είναι ακόµα πιο δύσκολο. 
Ενώ το πρόβληµα εύρεσης ισορροπίας Nash για παίγνια δύο παικτών µπορεί να 
αναχθεί σε πρόβληµα LCP (Linear Complementarity Problem), το πρόβληµα µε τρεις 
παίκτες είναι Non-LCP. 
 
 
Πολλοί ερευνητές, όπως είπαµε, επικεντρώθηκαν στον υπολογισµό προσεγγιστικών 
ισορροπιών Nash, όπως αυτό που µελετάµε στην εργασία αυτήν. 
Παρακάτω θα παρουσιάσουµε µερικά καλά αποτελέσµατα για προσεγγιστικές 
ισορροπίες Nash (ε-approximate Nash Equilibria, µε ), όπως αυτά εξελίχθηκαν 
βάσει ερευνών διαφόρων οµάδων που ασχολούνται µε την αλγοριθµική θεωρία 
παιγνίων. 
 
Ορισµός 4.1: ε-approximate Nash Equilibria 
Όπως είπαµε και παραπάνω, ένα σετ µικτών στρατηγικών ονοµάζεται ε-approximate 
Nash Equilibria για , όταν για κάθε παίκτη όλες οι στρατηγικές έχουν 
αναµενόµενο κέρδος το πολύ ε περισσότερο από το αναµενόµενο κέρδος της 
δεδοµένης στρατηγικής. 

4.2 ε-approximate Nash Equilibria 
Δεδοµένου αυτού είναι προφανές ότι σε κανονικοποιηµένους πίνακες κέρδους 
(δηλαδή οι τιµές των κερδών έχουν κανονικοποιηθεί µεταξύ 0 και 1), κάθε µικτή 
στρατηγική είναι 1-approximate Nash Equilibrium. 

Επίσης µπορούµε να βρούµε µια - approximate Nash Equilibrium, αν εξετάσουµε 

όλα τα supports µεγέθους δύο. 
 

Στο [10] δίνεται ένας τρόπος υπολογισµού - approximate Nash Equilibrium, 

για κάθε ε, όπου λ είναι το ελάχιστο αναµενόµενο κέρδος του κάθε παίκτη, µεταξύ 
όλων των ισορροπιών Nash που υπάρχουν. Ο προτεινόµενος αυτός αλγόριθµος τρέχει 



 33 

σε πολυωνυµικό χρόνο στο  και στο µέγεθος του προβλήµατος (δηλαδή στον 

αριθµό των στρατηγικών που είναι διαθέσιµα για κάθε παίκτη). 
 
Στο [11] αποδείχθηκε ότι για κάθε  µπορεί να βρεθεί ε-approximate Nash 

Equilibria σε χρόνο , εξετάζοντας supports µεγέθους . 
Ουσιαστικά στο [11] αποδείχθηκε ότι για κάθε διπαίγνιο και για κάθε σταθερό , 
υπάρχει ε-approximate Nash Equilibrium µε λογαριθµικό (στον αριθµό n των 
δυνατών αγνών στρατηγικών) αριθµό support. Κάτι τέτοιο οδηγεί σε ένα αλγόριθµο 
υπολογισµού ε-approximate Nash Equilibrium σε ψευδό-πολυωνυµικό χρόνο 
( ). 
Επίσης αποδείχθηκε ότι οι στρατηγικές κάθε παίκτη σε τέτοιες ισορροπίες είναι 
οµοιόµορφες πάνω σε µικρά supports. 
 
Επίσης αποδείχθηκε στο [12] ότι ακόµα και σε zero-sum παίγνια, δεν υπάρχει 
αλγόριθµος που ελέγχοντας supports µεγέθους µικρότερου του logn, να βρίσκει 

approximate Nash Equilibrium καλύτερη από . 

Στο [14] αποδείχθηκε ότι το πρόβληµα του υπολογισµού µιας - approximate 

Nash Equilibrium ανήκει στην κλάση PPAD-complete και ότι για διπαίγνια είναι 
αδύνατο να έχουµε έναν αλγόριθµο που να τρέχει σε πλήρη πολυωνυµικό χρόνο 
(εκτός αν ). Ωστόσο γίνεται η εικασία ότι είναι απίθανο η εύρεση µιας ε -
approximate Nash Equilibrium να ανήκει στην κλάση PPAD-complete όταν έχουµε 
απολύτως σταθερό ε. 
 
Πρόσφατα βρέθηκαν αλγόριθµοι υπολογισµού ε - approximate Nash Equilibrium για 

σταθερά  και στα [13] και [25] αντίστοιχα, για γενικευµένα παίγνια δύο 

παικτών, µε θετικά κανονικοποιηµένους πίνακες κέρδους. Οι αλγόριθµοι αυτοί 
εξετάζουν µικρά supports για έναν ή δύο παίκτες αντίστοιχα. 

Η απόδειξη για την εύρεση - approximate Nash Equilibrium σε παίγνιο µε δύο 

παίκτες είναι σχετικά απλή. Για κάθε i στρατηγική του παίκτη-1, θεωρούµε j το best 
response του παίκτη-2 και k το best response του παίκτη-1 στο j. Τότε ο παίκτης-1 
παίζει εξίσου ίσα τις στρατηγικές i και k , όταν ο παίκτης-2 παίζει την στρατηγική j. 
 

Επίσης στο [24] υπάρχει ένα πολύ καλό αποτέλεσµα που σπάει το φράγµα του  και 

εξασφαλίζει, σε πολυωνυµικό χρόνο ( ), 0.38 - approximate Nash Equilibrium 
για κανονικοποιηµένα διπαίγνια, θεωρώντας ότι υπάρχουν supports αυθαίρετα 
µεγάλου µεγέθους.  
 
Επίσης πρόσφατα στο [26] έγινε βελτίωση της παραπάνω ισορροπίας από 0.38 σε 
0.36 - approximate Nash Equilibrium χρησιµοποιώντας τεχνικές γραµµικού 
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προγραµµατισµού σε παίγνια δύο παικτών. Η τεχνική στηρίζεται σε ελαχιστοποίηση 
του σφάλµατος κατά τον υπολογισµό της προσεγγιστικής ισορροπίας Nash, όπως 
αυτή προκύπτει για zero-sum παίγνια. 
 
Στο [27] αποδείχθηκε ότι η εύρεση προσεγγιστικής ισορροπίας για γενικά 
προβλήµατα για κάποιο που να τρέχει σε πλήρες πολυωνυµικό χρόνο, έχει την 
ίδια πολυπλοκότητα µε το πρόβληµα εύρεσης ακριβής (exact) ισορροπία Nash. 
 
Τέλος στην εργασία [1] την οποία µελετούµε πρακτικά σε αυτό το 
paper,παρουσιάζεται ο καλύτερος µέχρι στιγµής αλγόριθµος εύρεσης προσεγγιστικής 
ισορροπίας Nash. Περιγράφεται ο αλγόριθµος εύρεσης 0.3393 - approximate Nash 
Equilibrium µέσω γραµµικού προγραµµατισµού, που όπως θα δούµε και στην 
συνέχεια στην πράξη είναι πάρα πολύ καλύτερος (της τάξης του 10-3 - approximate 
Nash Equilibrium) 

4.3 Well-supported ε-approximate Nash Equilibria 

Στο [13] παρουσιάζεται ένας αλγόριθµος εύρεσης ενός well-supported - 

approximate Nash Equilibrium µε µέγεθος support το πολύ 3, για win-loose παίγνια. 

Αυτό οδήγησε στην εύρεση ενός - approximate Nash Equilibrium για κάθε είδος 

παίγνιο. 
 
Επίσης στο [28] αποδείχθηκε ότι είναι δυνατός ο υπολογισµός well-supported 0.658 - 
approximate Nash Equilibrium για κανονικοποιηµένα παίγνια δύο παικτών σε 
πολυωνυµικό χρόνο. 
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Κεφάλαιο 5 

Επεξήγηση Κώδικα Υλοποίησης 
 
Στο κεφάλαιο αυτό θα γίνει η παρουσίαση της υλοποίησης του αλγορίθµου που 
περιγράφεται στην εργασία “An Optimization Approach for Approximate Nash 
Equilibria” των Χ. Τσακνάκη και Π. Σπυράκη [1] και θα αναλυθεί ενδελεχώς κάθε 
βήµα αυτού, όπως εφαρµόστηκε στην υλοποίηση του στην παρούσα εργασία. 

5.1  Γενικές Παρατηρήσεις και Συµβολισµοί 
Παρακάτω παρουσιάζονται κάποιες γενικές παρατηρήσεις και κάποιοι συµβολισµοί 
µεγεθών που θα χρησιµοποιηθούν στην  συνέχεια. 
 
• Τα παίγνια που θα µελετήσουµε ονοµάζονται διπαίγνια, διότι έχουµε πάντα δύο 
παίκτες. Τον παίκτη γραµµής (row player) και τον παίκτη στήλης (column 
player). 
 

• Τα παίγνια θα αναπαρασταθούν σε Κανονική - Στρατηγική µορφή (µε την µορφή 
πινάκων κέρδους R και C) και όχι σε Εκτατική µορφή. 
 
Για να οριστεί ένα παίγνιο σε Κανονική – Στρατηγική µορφή πρέπει απλά να 
καθορίσουµε το σύνολο των παικτών στο παίγνιο, το σύνολο των επιλογών που 
έχει κάθε παίχτης (δηλαδή το σύνολο των στρατηγικών του) και τον τρόπο µε τον 
οποίο εξαρτώνται τα κέρδη των παικτών από τις επιλογές τους. 
 

• Τα διανύσµατα που αναφέρονται στο πρόγραµµα είναι όλα διανύσµατα στήλης. 
 

• Σε ολόκληρο το πρόγραµµα θα δουλέψουµε µε double αριθµούς. Δηλαδή, µε 
άλλα λόγια, όλοι οι υπολογισµοί θα γίνονται µε double ακρίβεια. 
 

• Θεωρούµε ότι οι m και n είναι ακέραιοι αριθµοί και συµβολίζουν τον αριθµό των 
αγνών στρατηγικών που µπορούν να παίξουν ο παίκτης γραµµής και ο παίκτης 
στήλης αντίστοιχα. 
 

• Στα προβλήµατα που θα µελετήσουµε θα χρησιµοποιήσουµε τους πίνακες R και 
C  για να περιγράψουµε τους πίνακες κέρδους του παίκτη γραµµής και στήλης 
αντίστοιχα. Αυτοί θα είναι µεγέθους m x n και θα περιέχουν double αριθµούς. 

 

5.2 Περιγραφή του input, output και των ενδιάµεσων 
αποτελεσµάτων του προγράµµατος 

 
5.2.1 Τα στοιχεία που δίνουµε ως Είσοδο στο πρόγραµµα 
Τα στοιχεία που δίνουµε ως είσοδο στο πρόγραµµα είναι αυτά που καθορίζουν το 
είδος και την µορφή του παιγνίου του οποίου την κατά προσέγγιση ισορροπία Nash 
θα αναζητήσουµε µέσω του προγράµµατος. 
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Παρακάτω παρουσιάζονται τα τρία στοιχεία που θεωρούνται στοιχεία Εισόδου για το 
πρόγραµµα και δίνονται από τον χρήστη ανάλογα µε το παίγνιο που θέλει να 
δηµιουργήσει. 
 
• Οι διαστάσεις του προβλήµατος m και n 

(επίσης αναφέρονται ως row_size και col_size αντίστοιχα): 
 
Το m είναι ο ακέραιος αριθµός που εκφράζει τον αριθµό των στρατηγικών που 
µπορεί να παίξει ο παίκτης γραµµής (θα λέµε επίσης ότι m είναι αριθµός των 
γραµµών) 
και ο n ο ακέραιος που εκφράζει τον αριθµό των στρατηγικών που µπορεί να 
παίξει ο παίκτης στήλης (θα λέµε επίσης ότι m είναι αριθµός των στηλών). 
 
Ουσιαστικά θα λέµε ότι m x n είναι µέγεθος ενός παιγνίου. 
 

• Πίνακες R, C: 
Οι πίνακες R και C είναι οι πίνακες κέρδους (payoff matrices) του παίκτη 
γραµµής και στήλης αντίστοιχα. 
Τα στοιχεία που έχουν οι πίνακες είναι δεκαδικοί αριθµοί, double ακρίβειας, που 
αναπαριστούν κέρδη. Στο πρόγραµµα όπως θα δούµε παρακάτω αυτά 
κανονικοποιούνται µεταξύ των τιµών 0 και 1. 
Στον κάθε πίνακα οι γραµµές αναπαριστούν τις στρατηγικές που µπορεί να παίξει 
ο παίκτης γραµµής, άρα έχουµε m γραµµές 
και οι στήλες αναπαριστούν τις στρατηγικές που µπορεί να παίξει ο παίκτης 
στήλης, άρα έχουµε n στήλες. 
Αν ο παίκτης γραµµής παίξει την στρατηγική i και ο παίκτης στήλης την 
στρατηγική j τότε ο παίκτης γραµµής έχει κέρδος που φαίνεται στον πίνακα R 
στην i γραµµή και j στήλη. 
Αντίστοιχα ο παίκτης στήλης έχει κέρδος που φαίνεται στον πίνακα C στην i 
γραµµή και j στήλη. 
 

• Σηµεία έναρξης x0, y0 του αλγορίθµου 
Το x είναι ένα διάνυσµα πιθανοτήτων (το άθροισµα όλων των στοιχείων του είναι 
ίσο µε 1) µεγέθους m x 1 και εκφράζει την πιθανότητα µε την οποία ο παίκτης 
γραµµής θα παίξει τις στρατηγικές του. Ουσιαστικά είναι ένα διάνυσµα 
πιθανοτικών κατανοµών πάνω στις στρατηγικές του παίκτη γραµµής. 
 
Οµοίως το διάνυσµα y είναι  ένα διάνυσµα πιθανοτήτων (το άθροισµα όλων των 
στοιχείων του είναι ίσο µε 1) µεγέθους n x 1 και εκφράζει την πιθανότητα µε την 
οποία ο παίκτης στήλης θα παίξει τις στρατηγικές του. Ουσιαστικά είναι ένα 
διάνυσµα πιθανοτικών κατανοµών πάνω στις στρατηγικές του παίκτη στήλης. 
 
Όπως θα δούµε και πιο αναλυτικά παρακάτω ο αλγόριθµός µας ξεκινάει πάντα 
από ένα αρχικό σηµείο (x0,y0) και στη συνέχεια εκτελεί την descent procedure. 
Το αρχικό αυτό σηµείο (x0,y0) δίνεται στην αρχή του προγράµµατος από τον 
χρήστη, διότι είναι ένα στοιχείο που έχει να κάνει µε την συµπεριφορά της 
εκτέλεσης του αλγορίθµου. Με άλλα λόγια αν από ένα αρχικό σηµείο (x0,y0)  
φτάσουµε σε µια ε-κατά προσέγγιση ισορροπία Nash, υπάρχει πιθανότητα από 
ένα διαφορετικό σηµείο (x`0,y`0) να φτάσουµε σε µια διαφορετική κατά 
προσέγγιση ισορροπία Nash. 
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Τα σηµεία x, y εκφράζουν σηµεία πάνω σε ένα αρκετά ιδιόµορφο πολύεδρο. 
Στο πρόγραµµά µας θα χρησιµοποιήσουµε ως αρχικά σηµεία (x0,y0) αυτά που τα 
στοιχεία τους έχουν οµοιόµορφη κατανοµή. Δηλαδή τα στοιχεία του x είναι όλα 
ίσα µε 1/m και τα στοιχεία του y είναι όλα ίσα µε 1/n. 
Φυσικά µπορούµε να δοκιµάσουµε οποιαδήποτε άλλη κατανοµή πιθανοτήτων 
θέλουµε, αρκεί το άθροισµα των στοιχείων του x (και του y αντίστοιχα) να 
ισούται µε 1. 
Για παράδειγµα θα δοκιµάσουµε να ξεκινήσουµε από κάποια γωνία του 
πολυέδρου, όπου όλα τα στοιχεία του διανύσµατος x (αντίστοιχα του y) είναι ίσα 
µε 0, εκτός από ένα που ισούται µε 1. Δηλαδή από κάποια αγνή στρατηγική των 
παικτών. 
 

• Ακρίβεια δ: 
Στην αρχή του προγράµµατος καθορίζουµε την ακρίβεια των υπολογισµών µέσω 
της παραµέτρου δ [στο πρόγραµµα έχει την ονοµασία delta]. 
Το δ είναι ένας µικρός αριθµός που στην περίπτωσή µας τον ορίζουµε ίσο µε 10-3. 
Έτσι όλοι οι υπολογισµοί και οι έλεγχοι που θα κάνουµε στο πρόγραµµα ακόµα κι 
αν γίνονται µε double ακρίβεια µέσα στο πρόγραµµα, στην πραγµατικότητα θα 
γίνονται µε ακρίβεια που ορίζεται από το δ. Αυτό σηµαίνει ότι αν το δ έχει οριστεί 
ίσο µε 0.001 τότε οποιοδήποτε νούµερο κάτω του δ (π.χ. 0.0008) θεωρείται ίσο µε 
0. 
Έτσι ακόµα και στις συγκρίσεις µεταξύ αριθµών δεν θα ελέγχουµε αν είναι ίσοι, 
αλλά αν η διαφορά τους είναι µικρότερη του δ. 
 
Το γιατί χρησιµοποιούµε την παράµετρο δ είναι εµφανές. Χρησιµοποιείται για 
την αποφυγή σφαλµάτων στρογγυλοποίησης (round off errors), καθώς οι 
υπολογισµοί και οι πράξεις στο συνολικό πρόγραµµα είναι πάρα πολλές και όταν 
αυτοί γίνονται σε double αριθµούς όπως ορίσαµε στο πρόγραµµά µας τότε 
επιφέρουν σηµαντικά σφάλµατα που ενδεχοµένως σιγά-σιγά να συσσωρεύονται. 
Έτσι οι τιµές των µεταβλητών που προκύπτουν µετά από πολλούς υπολογισµούς 
µπορεί να εµπεριέχουν σηµαντικά σφάλµατα, που να αλλάζουν και να 
παραµορφώνουν το τελικό αποτέλεσµα σε πολύ µεγάλο βαθµό. Με το δ ίσο µε 
10-3 θεωρούµε ότι σφάλµατα της τάξης του 10-4 και µικρότερης τάξης, δεν τα 
λαµβάνουµε υπόψη. 
 

5.2.2 Τα στοιχεία που παίρνουµε ως Έξοδο στο πρόγραµµα 
Το πρόγραµµά µας και ο αλγόριθµος πάνω στον οποίο δουλεύει αυτό, τελικά πρέπει 
να επιστρέφει την τιµή της κατά προσέγγιση ισορροπίας Nash που υπολόγισε. 
Αυτό σηµαίνει ότι ως έξοδο στο πρόγραµµα παίρνουµε την τελική τιµή της 
συνάρτηση f(x,y) (Function Evaluation) που υπολογίσαµε, καθώς αυτή σηµατοδοτεί 
την τιµή της κατά προσέγγιση ισορροπίας Nash. 
Επίσης ως έξοδο παίρνουµε και το σηµείο (x,y) στο οποίο αυτήν υπολογίστηκε. 
Δηλαδή το stationary point στο οποίο σταµάτησε ο αλγόριθµος την descent 
διαδικασία 
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5.2.3 Τα ενδιάµεσα αποτελέσµατα του προγράµµατος 
Στο πρόγραµµα παίρνουµε ένα πλήθος ενδιάµεσων αποτελεσµάτων που είναι αρκετά 
χρήσιµα όχι µόνο ως σηµεία ελέγχου της ορθότητας του προγράµµατος, αλλά και ως 
ανεξάρτητα αποτελέσµατα που βοηθούν στην κατανόηση της συµπεριφοράς του 
αλγορίθµου, αλλά και στην εξαγωγή σηµαντικών συµπερασµάτων για το πρόβληµα 
που καλούµαστε να λύσουµε, όπως θα δούµε στο επόµενο Κεφάλαιο που έχει να 
κάνει µε τα πειράµατα. 
 
Ως ενδιάµεσα αποτελέσµατα θεωρούµε τις πληροφορίες που καταχωρούµε στα 
διάφορα info αρχεία, τα οποία θα παρουσιάσουµε αναλυτικά παρακάτω. 
 

5.3  Βιβλιοθήκες που χρησιµοποιήθηκαν 
Η υλοποίηση του αλγορίθµου έγινε σε ANSI C, µε την βοήθεια του προγράµµατος 
βελτιστοποίησης CPLEX. 
Παρακάτω θα δούµε τις διάφορες βιβλιοθήκες που χρησιµοποιήθηκαν ώστε να 
µπορέσουµε να χρησιµοποιήσουµε συναρτήσεις και εντολές που αυτές περιέχουν και 
χρειάστηκαν στο πρόγραµµα. 

5.3.1 Τρόπος εισαγωγής µιας βιβλιοθήκης 
Στην αρχή του προγράµµατος δηλώνουµε µε την εντολή include <> τις βιβλιοθήκες 
που πρόκειται να χρησιµοποιήσουµε στο πρόγραµµα µας. Έτσι µπορούµε να 
χρησιµοποιούµε συναρτήσεις των βιβλιοθηκών χωρίς να χρειάζεται να τις 
υλοποιούµε εξ αρχής. 

5.3.2 Πρότυπες βιβλιοθήκες της γλώσσας ANSI C 
Μια πρότυπη βιβλιοθήκη δεν αποτελεί µέρος της γλώσσας αυτής καθαυτής, όµως ένα 
περιβάλλον που υποστηρίζει την πρότυπη γλώσσα C, διαθέτει τις δηλώσεις 
συναρτήσεων αυτής της βιβλιοθήκης. 
 
Οι βιβλιοθήκες που θα χρησιµοποιήσουµε είναι οι εξής: 
- Είσοδος και Έξοδος: <stdio.h> 
- Βοηθητικές Συναρτήσεις <stdlib.h> 
- Συναρτήσεις Αλφαριθµητικών <string.h> 
- Μαθηµατικές Συναρτήσεις <math.h> 
Για περαιτέρω ανάλυση των περιεχοµένων αυτών των βιβλιοθηκών ανατρέξτε στο 
[29]. 

5.3.3 Βιβλιοθήκες που δεν εµπεριέχονται στην ANSI C 
Το πρόγραµµα και ο αλγόριθµός µας στηρίζεται πάνω στην επίλυση Γραµµικών 
Προγραµµάτων (LPs). Για την επίλυση αυτών χρησιµοποιήθηκε το εργαλείο CPLEX 
το οποίο είναι ένα πρόγραµµα βελτιστοποίησης (optimization software package). 
Έτσι εκτός των πρότυπων βιβλιοθηκών, ορίζουµε και µια εξωτερική βιβλιοθήκη 
βάσει της οποίας θα µπορέσουµε όπως θα δούµε παρακάτω να χρησιµοποιήσουµε 
πολλές συναρτήσεις για τον ορισµό και την επίλυση γραµµικών προγραµµάτων. 
Η βιβλιοθήκη έχει όνοµα: 
- ilcplex/cplex.h 
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5.3.4 Μια σύντοµη παρουσίαση της CPLEX: 
Η CPLEX είναι ένα πακέτο λογισµικού για βελτιστοποίηση (optimization) 
προβληµάτων. Στην περίπτωση µας θα χρησιµέψει για να επιλύσουµε τα γραµµικά 
προγράµµατα τα οποία υπάρχουν και αναφέρονται στον αλγόριθµό µας. 
 
Επίσης πρέπει να τονίσουµε ότι το εργαλείο αυτό θα το χρησιµοποιήσουµε ως µαύρο 
κουτί. Δηλαδή δεν µας ενδιαφέρει το πώς βρίσκει την λύση (η εσωτερική διαδικασία 
επίλυσης), αλλά το ποια είναι αυτήν βάσει των δεδοµένων που θα δίνουµε ως είσοδο 
και την µέθοδο επίλυσης που θα επιλέξουµε. 
 
Για αυτόν τον λόγο θα χρησιµοποιηθεί η βιβλιοθήκη cplex.h η οποία βοηθάει στο να 
µπορέσεις να χρησιµοποιήσεις την CPLEX µέσω κώδικα C. 
 
Σηµείωση: Εκτενέστερη περιγραφή τόσο της λειτουργίας CPLEX, όσο και της χρήσης 
της βιβλιοθήκης ilcplex/cplex.h, θα γίνει στην συνέχεια. 
 

5.4  Περιγραφή γενικών στοιχείων του κώδικα υλοποίησης 

5.4.1 Ορισµός πινάκων 
Σε όλο το πρόγραµµα χρησιµοποιούνται πίνακες (είτε διανύσµατα) διάφορων 
µεγεθών. 
Αυτοί δηµιουργούνται δυναµικά µε την χρήση της εντολής malloc ώστε να 
δεσµεύεται τελικά όσος χώρος ακριβώς χρειάζεται στο πρόγραµµα. Όταν οι πίνακες 
δεν χρειάζονται πια τότε τους ελευθερώνουµε από την εντολή free. 
 
Το πρόγραµµα επικεντρώθηκε στην καλή χρήση του χώρου. Δηλαδή προτιµούµαι να 
αποδεσµεύουµε τον χώρο που δεσµεύεται για κάποιον πίνακα, που ενδεχοµένως να 
χρησιµοποιηθεί αργότερα από το πρόγραµµα. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να 
ξαναϋπολογίζουµε τον ίδιο πίνακα πάνω από µία φορές. 
Αυτό βέβαια σηµαίνει ότι ο χρόνος εκτέλεσης του προγράµµατος αυξάνεται, αλλά και 
υπάρχει µεγαλύτερη πιθανότητα εµφάνισης σφαλµάτων. Και αυτό αποτελεί την 
αρνητική πλευρά της τακτικής που ακολουθήθηκε. 
Όµως παρατηρήθηκε µετά από πολλές εκτελέσεις του προγράµµατος, ότι ο χρόνος 
εκτέλεσης του είναι άκρως ικανοποιητικός [θα παρουσιαστούν σε επόµενο 
κεφάλαιο]. 
Επίσης τα σφάλµατα καταφέρνουµε να τα ελέγξουµε µέσω της παραµέτρου δ και δεν 
αποτελούν πρόβληµα της τακτικής υλοποίησης. 

5.4.2 Global Μεταβλητές 
Στο πρόγραµµά µας όλες οι συναρτήσεις που χρησιµοποιούµε επιστρέφουν την 
επιθυµητή τιµή της µεταβλητής που θέλουµε στο κεντρικό πρόγραµµα (στην main). 
Έτσι δεν χρειάστηκε να χρησιµοποιήσουµε πολλές global µεταβλητές. 
Οι global µεταβλητές που χρησιµοποιούµε είναι δύο κατηγοριών. 
 
5.4.2.1 Απλές Μεταβλητές 
Είναι αυτές που χρησιµοποιούµε ώστε να βοηθηθούµε σε υπολογισµούς, ελέγχους ή 
στην δηµιουργία αρχείων πληροφοριών µέσα στην main, όπως το πλήθος των 
στοιχείων του συνόλου SR(y) [index_R_y_c] και του SC(x) [index_Ct_x_c] που 
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υπολογίζονται µέσα στην συνάρτηση populatebyrow_3, αλλά είναι απαραίτητα στην 
main ώστε να γίνουν κάποιοι υπολογισµοί και στο να δηµιουργηθεί το βασικό αρχείο 
πληροφοριών του προγράµµατος info.txt που θα αναλυθεί παρακάτω. 
Τον ίδιο σκοπό εξυπηρετούν οι global µεταβλητές H_global και f_val_4_b που 
εκφράζουν τις τιµές που παίρνουν οι µεταβλητές H και η τιµή της συνάρτησης f(x,y) 
µέσα σε µία από τις συναρτήσεις (συγκεκριµένα στην epsilon_double_star). 
 
5.4.2.2 Αρχεία εισόδου και εξόδου 
Ως global µεταβλητές ορίζουµε και τους δείκτες αρχείων που θα χρησιµοποιηθούν 
για την δηµιουργία αρχείων είτε εξόδου είτε εισόδου πληροφοριών και δεδοµένων 
του προγράµµατος. Αυτό γίνεται µέσω της βιβλιοθήκης <stdio.h> 
 
 
Έτσι έχουµε τα παρακάτω global αρχεία: 
 
Αρχεία εξόδου: 
 
• info.txt: 
Το αρχείο αυτό είναι αρχείο κειµένου και περιέχει τις απαραίτητες πληροφορίες 
εξόδου που χρειάζεται να ξέρουµε µετά το πέρας της εκτέλεσης του αλγορίθµου. 
Τα στοιχεία που υπάρχουν στο αρχείο και η µορφή τους θα αναλυθούν παρακάτω. 
 
Πρέπει να πούµε ότι τα δεδοµένα παρουσιάζονται σε στήλες στην σειρά. 
Κάθε στήλη έχει ένα τίτλο και κάθε επανάληψη (loop) του αλγορίθµου βρίσκεται 
σε διαφορετική γραµµή. 
 
Αρχικά υπάρχουν πληροφορίες κάτω από τον τίτλο Info: για το τι σηµαίνουν οι 
συµβολισµοί των τίτλων των στηλών που παρουσιάζονται παρακάτω στο αρχείο. 
Στη συνέχεια παρουσιάζονται πληροφορίες για το µέγεθος του προβλήµατος. 
Ουσιαστικά καταγράφεται το µέγεθος των πινάκων R και C [οι τιµές των m και n 
δηλαδή]. 
Επίσης καταγράφεται και η τιµή του δ (delta). 
 
Στη συνέχεια καταγράφονται δεδοµένα που δηµιουργούνται κατά την διάρκεια 
της εκτέλεσης του προγράµµατος σε κάθε επανάληψη του αλγορίθµου, τόσο για 
το primal πρόβληµα, όσο και για το dual πρόβληµα όπως θα δούµε και στην 
ανάλυση του αλγορίθµου. 
 
Έτσι λοιπόν έχουµε 21 στήλες δεδοµένων που εξάγει το πρόγραµµα. 
 
Ας τα δούµε αναλυτικά: 
- R είναι ο αύξων αριθµός της επανάληψης του αλγορίθµου [του κεντρικού 
loop]. Η αρίθµηση αρχίζει από το 0 και αυξάνεται κάθε φορά που εκτελείται από 
την αρχή ο αλγόριθµος. 
 
-  f_rb είναι η τιµή που παίρνει η συνάρτηση fR(x,y) στην αρχή της εκτέλεσης 
του αλγορίθµου, πριν εκτελεστεί το βήµα 1 
 
- f_cb είναι η τιµή που παίρνει η συνάρτηση fC(x,y) στην αρχή της εκτέλεσης 
του αλγορίθµου, πριν εκτελεστεί το βήµα 1 
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- f1b είναι η τιµή που παίρνει η συνάρτηση f(x,y) στην αρχή της εκτέλεσης του 
αλγορίθµου, πριν εκτελεστεί το βήµα 1 
 
- f_ra είναι η τιµή που παίρνει η συνάρτηση fR(x,y) αφού εκτελεστεί το βήµα 1 
 
- f_ca είναι η τιµή που παίρνει η συνάρτηση fC(x,y) αφού εκτελεστεί το βήµα 1 
 
- f1a είναι η τιµή που παίρνει η συνάρτηση f(x,y) αφού εκτελεστεί το βήµα 1 
 
- V(x,y) είναι η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης που παίρνουµε από την 
λύση του minimax προβλήµατος στο σηµείο (x,y) κατά την εκτέλεση του 
δεύτερου βήµατος του αλγορίθµου. 
 
- ρ είναι η τιµή του ρ που υπολογίζεται στο δεύτερο βήµα του αλγορίθµου 
 
- 1-ρ είναι η τιµή του 1-ρ που υπολογίζεται στο δεύτερο βήµα του αλγορίθµου. 
 
- L είναι η τιµή του λ όπως αυτό υπολογίζεται µετά το δεύτερο βήµα του 
αλγορίθµου 
 
- Mi είναι η τιµή του µ όπως αυτό υπολογίζεται µετά το δεύτερο βήµα του 
αλγορίθµου 
 
- epsilon* είναι η τιµή που παίρνει το ε για τον υπολογισµό της f(x,y) στο βήµα 
4, όπως περιγράφεται στο Appendix A.3 του paper [1]. 
 
- H είναι η τιµή του H που υπολογίζεται ώστε να βρούµε την βελτιωµένη τιµή 
του ε [ε**] µέσα στην συνάρτηση epsilon_double_star 
 
- epsilon** είναι η βελτιωµένη τιµή του ε για το βήµα 4 του αλγορίθµου. Θα 
δούµε παρακάτω πως υπολογίζονται όλα αυτά. 
 
- S_R είναι το πλήθος των στοιχείων του συνόλου support SR(y) όπως αυτό 
διαµορφώνεται µετά το βήµα 4 [στο πρόγραµµα αναφέρεται ως index_R_y_c] 
 
- S_C είναι το πλήθος των στοιχείων του συνόλου support SC(x) όπως αυτό 
διαµορφώνεται µετά το βήµα 4 [στο πρόγραµµα αναφέρεται ως index_Ct_x_c] 
 
- f_R_4 είναι η τιµή που παίρνει η συνάρτηση fR(x,y) στο τέλος της εκτέλεσης 
του αλγορίθµου, αφού εκτελεστεί το βήµα 4 
 
- f_C_4 είναι η τιµή που παίρνει η συνάρτηση fC(x,y) στο τέλος της εκτέλεσης 
του αλγορίθµου, αφού εκτελεστεί το βήµα 4 
 
- f4 είναι η τιµή που παίρνει η συνάρτηση f(x,y) στο τέλος της εκτέλεσης του 
αλγορίθµου, αφού εκτελεστεί το βήµα 4 
 
- f4_formula είναι η τιµή που παίρνει η συνάρτηση f(x,y) στο τέλος της 
εκτέλεσης του αλγορίθµου, αφού εκτελεστεί το βήµα 4 βάσει µιας φόρµουλας που 
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θα δώσουµε παρακάτω. Υπολογίστηκε ώστε να επαληθευτεί η τιµή της f4 
παραπάνω. 
 
Έτσι η τιµή της κατά προσέγγιση ισορροπίας Nash που βρίσκουµε είναι η τιµή 
της f4 στην τελευταία επανάληψη του αλγορίθµου. 
Το σηµείο (x,y) στο οποίο έχουµε βρει ισορροπία Nash φαίνεται ακριβώς µετά, 
καθώς και οι τιµές των xT*R*y και xT*C*y (xt_R_y και xt_C_y αντίστοιχα στο 
αρχείο) στο τέλος των επαναλήψεων του αλγορίθµου. 
 
Αφού αναπαρασταθεί ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο η dual εκτέλεση του 
αλγορίθµου, στο τέλος έχουµε την ισορροπία Nash που έχουµε βρει τελικά. 
Είναι η µικρότερη µεταξύ των τελικών f4 που βρήκαµε στην επίλυση του primal 
και του dual προβλήµατος. 
 
 

• info_x_y_1a.txt: 
Φαίνονται οι τιµές των x και y όλων των βηµάτων πριν το βήµα 1. 
 

• info_x_y_1b.txt: 
Φαίνονται οι τιµές των x και y όλων των βηµάτων µετά το βήµα 1. 
 

• info_x_y_2.txt: 
Φαίνονται οι τιµές των x και y όλων των βηµάτων µετά το βήµα 2. 
 

• info_w_z.txt: 
Φαίνονται οι (dual) τιµές των w και z όλων των βηµάτων µετά το βήµα 2. 
 

• info_x_y_4.txt: 
Φαίνονται οι τιµές των x και y όλων των βηµάτων µετά το βήµα 4. 
 

• steps.txt: 
Φαίνονται το πώς εκτελέστηκαν τα βήµατα σε κάθε βήµα του αλγορίθµου µέχρι 
το τέλος του. Χρησιµοποιήθηκε για έλεγχο των goto του προγράµµατος. 
 

• r_c_m_p.txt: 
Φαίνονται εκτυπωµένα οι πίνακες R και C αντίστοιχα, στην κανονική τους µορφή 
[m x n µεγέθους] 
 

 
Αρχεία εισόδου: 
 
• r_c_m.txt: 
Το αρχείο αυτό χρησιµοποιείται ως αρχείο εισόδου, ώστε να εισάγουµε τα 
στοιχεία των πινάκων R και C του προβλήµατος. 
 
Ο τρόπος εισαγωγής των πινάκων R και C είναι ο εξής: 
Πρώτα εισάγουµε τα στοιχεία του πίνακα R και συνέχεια του πίνακα C. 
Τα στοιχεία όλα πρέπει να είναι στην ίδια γραµµή το ένα µετά το άλλο χωρισµένα 
µε tab το ένα µε το άλλο. 
Στην αρχή µπαίνουν τα στοιχεία της πρώτης γραµµής του πίνακα R, στη συνέχεια 
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της δεύτερης γραµµής κοκ µέχρι να τελειώσει ο πίνακας R. 
Έπειτα συνεχίζουµε µε τον πίνακα C οµοίως. 
 
Σηµείωση: Τα στοιχεία είναι double ακρίβειας. 

 

5.5  Περιγραφή Συναρτήσεων 

5.5.1 Συναρτήσεις για πράξεις σε πινάκες 
Παρακάτω περιγράφονται οι συναρτήσεις που δηµιουργήθηκαν έτσι ώστε να 
µπορέσουµε να κάνουµε κάποιες πράξεις πάνω σε πίνακες και διανύσµατα. Επίσης 
αναφέρουµε ξανά ότι τα στοιχεία όλων των πινάκων που χρησιµοποιούµαι είναι 
ακρίβειας double. 
 
void print_matrix(double **my_matrix, int row_size, int col_size) 
Η συνάρτηση αυτή χρησιµοποιείται για να εκτυπώσει στην οθόνη οποιοδήποτε 
µεγέθους πίνακα. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα τον πίνακα my_matrix που θέλουµε να εκτυπώσουµε  στην 
οθόνη και έχει στοιχεία δεκαδικούς double ακρίβειας, ως δεύτερο όρισµα τον αριθµό 
των γραµµών του πίνακα (row_size) και ως τρίτο όρισµα τον αριθµό των στηλών του 
πίνακα (col_size). 
 
Η συνάρτηση δεν επιστρέφει τίποτα, απλά εκτυπώνει στην οθόνη τον πίνακα που 
βάλαµε ως πρώτο όρισµα. 
 
 
double ** normilize(double **my_matrix, int row_size, int col_size); 
Όπως αναφέραµε παραπάνω χωρίς βλάβη της γενικότητας σε κάθε παίγνιο µπορούµε 
να κανονικοποιήσουµε τις τιµές των πινάκων κέρδους του κάθε παίχτη µεταξύ των 
αριθµών 0 και 1. 
Για αυτόν τον λόγο η συνάρτηση αυτή χρησιµοποιείται για να κανονικοποιεί τις τιµές 
ενός πίνακα, µεταξύ των αριθµών 0 και 1. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα τον πίνακα my_matrix που θέλουµε να 
κανονικοποιήσουµε, ως δεύτερο όρισµα τον αριθµό των γραµµών του πίνακα 
(row_size) και ως τρίτο όρισµα τον αριθµό των στηλών του πίνακα (col_size). 
 
Η διαδικασία κανονικοποίησης για οποιονδήποτε πίνακα (ας υποθέσουµε τον R) είναι 
η εξής: 
Αρχικά βρίσκουµε το µέγιστο στοιχείο του πίνακα R µέσω της συνάρτησης find_max 
που θα δούµε παρακάτω και το αποθηκεύουµε στην µεταβλητή max, καθώς επίσης 
και το ελάχιστο στοιχείο του πίνακα R µέσω της συνάρτησης find_min που θα δούµε 
παρακάτω και το αποθηκεύουµε στην µεταβλητή min. 
Στη συνέχεια για κάθε στοιχείο του πίνακα κάνουµε την κανονικοποίηση ως εξής: 
Έστω ότι βρισκόµαστε στο σηµείο (i,j). Τότε το στοιχείο R(i,j) που βρίσκεται σε 
εκείνη την θέση παίρνει νέα τιµή που βρίσκεται µε τον εξής τρόπο: 
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  για κάθε i = 1…m και j = 1…n 

 
Με αυτόν τον τρόπο κάνουµε shifting και scaling των στοιχείων του πίνακα ώστε 
όλες οι τιµές του να είναι µεταξύ 0 και 1. 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ: Η παραπάνω κανονικοποίηση δεν δουλεύει µόνο όταν το max είναι ίσο 
µε το min του πίνακα, γιατί ο παρονοµαστής γίνεται ίσος µε 0. Αλλά στην περίπτωσή 
µας δεν µας ενδιαφέρουν τέτοιου είδους προβλήµατα γιατί η λύση τους είναι 
τετριµµένη. 
 
[Οµοίως πράττουµε και για τον πίνακα κέρδους του παίκτη στήλης C.] 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει τον νέο κανονικοποιηµένο πίνακα my_matrix. 
 
double **tran_matrix(double **my_matrix, int row_size, int col_size) 
Η συνάρτηση αυτή βρίσκει τον ανάστροφο ενός πίνακα. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα τον πίνακα my_matrix που θέλουµε να αναστρέψουµε, ως 
δεύτερο όρισµα τον αριθµό των γραµµών του πίνακα (row_size) και ως τρίτο όρισµα 
τον αριθµό των στηλών του πίνακα (col_size). 
 
Μέσα στη συνάρτηση απλά παίρνουµε κάθε ένα στοιχείο του πίνακα my_matrix που 
βρίσκεται στην θέση (i,j) και το δηµιουργούµε έναν νέο πίνακα new_my_matrix που 
έχει το στοιχείο αυτό στην θέση (j,i). 
Με αυτόν τον τρόπο δηµιουργούµε νέο πίνακα που είναι η αναστροφή του 
προηγούµενου. Δηλαδή οι γραµµές του αρχικού έγιναν στήλες στον νέο. 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει τον νέο αντεστραµµένο πίνακα new_my_matrix. 
 
 
double ** norm_prob_vector(double **vector, int row_size) 
Η συνάρτηση αυτή κανονικοποιεί τα διανύσµατα πιθανοτήτων. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα το διάνυσµα πιθανοτήτων vector µεγέθους row_size x 1 
που θέλουµε να κανονικοποιήσουµε και ως δεύτερο όρισµα τον αριθµό των γραµµών 
του διανύσµατος (row_size). 
  
Χρησιµοποιούµε αυτήν την συνάρτηση ώστε να µειώσουµε τα σφάλµατα που 
δηµιουργούνται στα διανύσµατα πιθανοτήτων λόγω των πράξεων µεταξύ double στο 
πρόγραµµα και έχουν ως αποτέλεσµα µη ορθά αποτελέσµατα λόγω µεταβίβασης 
σφαλµάτων στρογγυλοποίησης (round off errors) στο πρόγραµµα και ως τελικό 
αποτέλεσµα συσσώρευση σφαλµάτων και εξαγωγή λανθασµένων αποτελεσµάτων. 
 
Με την συνάρτηση αυτήν απλώς κανονικοποιούµε το διάνυσµα πιθανοτήτων ώστε 
τελικά όλα του τα στοιχεία να αθροίζουν στο 1. 
Αρχικά όσα στοιχεία είναι αρνητικά τα κάνουµε ίσα µε 0. Αυτό γιατί υπάρχει το 
ενδεχόµενο να έχουµε αρνητικές πιθανότητες µετά από τόσους υπολογισµούς. Βέβαια 
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αυτές θα είναι αρκετά µικρής τάξης, αλλά ενδέχεται να δηµιουργήσουν πρόβληµα 
στην εκτέλεση του προγράµµατος. 
Στη συνέχεια βρίσκουµε το άθροισµα (sum) όλων των στοιχείων του πίνακα 
πιθανοτήτων. Εν συνεχεία απλώς διαιρούµε κάθε στοιχείο του πίνακα µε το συνολικό 
άθροισµα sum. 
Με αυτό το scaling που κάνουµε, δηµιουργείται ένα νέο διάνυσµα vector που έχει 
όλα του τα στοιχεία ίσα µε 1 και εκφράζει τις ίδιες πιθανότητες όπως και πριν. 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει το νέο κανονικοποιηµένο διάνυσµα πιθανοτήτων vector. 
 
 
double **v_min_v(double **vector1, double **vector2, int row_size) 
Η συνάρτηση αυτή εκτελεί την πράξη της αφαίρεσης µεταξύ δύο διανυσµάτων 
µεγέθους row_size x 1. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα το διάνυσµα vector1 µεγέθους row_size x 1, ως δεύτερο 
όρισµα το διάνυσµα vector2 µεγέθους row_size x 1 που θέλουµε να αφαιρέσουµε από 
το πρώτο διάνυσµα και ως τρίτο όρισµα παίρνει τον αριθµό των γραµµών του 
διανύσµατος (row_size) τόσο του vector1 όσο και του vector2 [για να τα 
αφαιρέσουµε πρέπει να έχουν το ίδιο µέγεθος]. 
 
Μέσα στην συνάρτηση απλώς αφαιρούµε κάθε στοιχείο που βρίσκεται στη θέση (i,j) 
του διανύσµατος vector2 από το αντίστοιχο στοιχείο που βρίσκεται στη θέση (i,j) στο 
διάνυσµα vector1. 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει το νέο διάνυσµα my_new_vector που προέκυψε από την 
αφαίρεση των δύο διανυσµάτων. 
 
 
double **v_sum_v(double **vector1, double **vector2, int row_size) 
Η συνάρτηση αυτή εκτελεί την πράξη της πρόσθεσης µεταξύ δύο διανυσµάτων 
µεγέθους row_size x 1. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα το διάνυσµα vector1 µεγέθους row_size x 1, ως δεύτερο 
όρισµα το διάνυσµα vector2 µεγέθους row_size x 1 που θέλουµε να προσθέσουµε στο 
το πρώτο διάνυσµα και ως τρίτο όρισµα παίρνει τον αριθµό των γραµµών του 
διανύσµατος (row_size) τόσο του vector1 όσο και του vector2 [για να τα 
προσθέσουµε πρέπει να έχουν το ίδιο µέγεθος]. 
 
Μέσα στην συνάρτηση απλώς προσθέτουµε κάθε στοιχείο που βρίσκεται στη θέση 
(i,j) του διανύσµατος vector1 µε το αντίστοιχο στοιχείο που βρίσκεται στη θέση (i,j) 
στο διάνυσµα vector2. 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει το νέο διάνυσµα my_new_vector που προέκυψε από την 
πρόσθεση των δύο διανυσµάτων. 
 
 
double **v_m_mul(double **my_matrix, int row_size, int col_size, double 
**vector) 
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Η συνάρτηση αυτή εκτελεί την πράξη του πολλαπλασιασµού µεταξύ ενός 
διανύσµατος µεγέθους row_size x 1 και ενός πίνακα µεγέθους row_size x col_size. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα τον πίνακα my_matrix µεγέθους row_size x col_size, ως 
δεύτερο όρισµα τον αριθµό των γραµµών (row_size) τόσο του πίνακα my_matrix όσο 
και του διανύσµατος vector [για να πολλαπλασιάσουµε διάνυσµα µε πίνακα πρέπει να 
έχουν ίδιο αριθµό γραµµών] και ως τρίτο όρισµα τον αριθµό των στηλών του πίνακα 
my_matrix. Ως τέταρτο όρισµα παίρνει το διάνυσµα vector µεγέθους row_size x 1. 
 
Το αποτέλεσµα της πράξης πολλαπλασιασµού διανύσµατος-πίνακα είναι ένα 
διάνυσµα µεγέθους 1 x col_size. 
Έτσι λοιπόν για να βρούµε για παράδειγµα το (0,i) στοιχείo του νέου διανύσµατος 
πολλαπλασιάζουµε κάθε στοιχείο (0,j) του διανύσµατος vector µε το (i,j) στοιχείο του 
πίνακα my_matrix και παίρνουµε το άθροισµα όλων αυτών που προκύπτουν για κάθε 
j. 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει το νέο διάνυσµα my_new_vector που προέκυψε από τον 
πολλαπλασιασµό µεταξύ του διανύσµατος και του πίνακα. 
 
 
double **m_v_mul(double **my_matrix, int row_size, int col_size, double **y) 
Η συνάρτηση αυτή εκτελεί την πράξη του πολλαπλασιασµού µεταξύ ενός πίνακα 
µεγέθους row_size x col_size και ενός διανύσµατος µεγέθους row_size x 1. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα τον πίνακα my_matrix µεγέθους row_size x col_size, ως 
δεύτερο όρισµα τον αριθµό των γραµµών (row_size) τόσο του πίνακα my_matrix όσο 
και του διανύσµατος y [για να πολλαπλασιάσουµε διάνυσµα µε πίνακα πρέπει να 
έχουν ίδιο αριθµό γραµµών] και ως τρίτο όρισµα τον αριθµό των στηλών του πίνακα 
my_matrix. Ως τέταρτο όρισµα παίρνει το διάνυσµα y µεγέθους row_size x 1. 
 
Το αποτέλεσµα της πράξης πολλαπλασιασµού πίνακα- διανύσµατος είναι ένα 
διάνυσµα µεγέθους row_size x 1. 
Έτσι λοιπόν για να βρούµε για παράδειγµα το (i,0) στοιχείo του νέου διανύσµατος 
πολλαπλασιάζουµε κάθε στοιχείο (j,0) του διανύσµατος y µε το (i,j) στοιχείο του 
πίνακα my_matrix και παίρνουµε το άθροισµα όλων αυτών που προκύπτουν για κάθε 
j. 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει το νέο διάνυσµα my_new_vector που προέκυψε από τον 
πολλαπλασιασµό µεταξύ του πίνακα και του διανύσµατος. 
 
 
double **v_e_mul(double **vector, int col_size, double element) 
Η συνάρτηση αυτή εκτελεί την πράξη του πολλαπλασιασµού µεταξύ ενός 
διανύσµατος µεγέθους 1 x col_size και ενός στοιχείου µεγέθους 1x1. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα το διάνυσµα vector µεγέθους 1 x col_size, ως δεύτερο 
όρισµα τον αριθµό των στηλών (col_size) του διανύσµατος και ως τρίτο όρισµα το 
στοιχείο µε το οποίο θέλουµε να πολλαπλασιάσουµε όλα τα στοιχεία του 
διανύσµατος. 
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Το αποτέλεσµα της πράξης πολλαπλασιασµού διανύσµατος-στοιχείου είναι ένα 
διάνυσµα µεγέθους 1 x col_size. 
Έτσι λοιπόν για να βρούµε το νέο διάνυσµα απλώς πολλαπλασιάζουµε κάθε ένα 
στοιχείο του (0,i) µε το στοιχείo element. 
  
Η συνάρτηση επιστρέφει το νέο διάνυσµα new_my_matrix που προέκυψε από τον 
πολλαπλασιασµό µεταξύ του διανύσµατος και του στοιχείου. 
 
 
double **e_v_mul(double **vector, int row_size, double element) 
Η συνάρτηση αυτή εκτελεί την πράξη του πολλαπλασιασµού µεταξύ ενός στοιχείου 
µεγέθους 1x1 και ενός διανύσµατος µεγέθους  row_size x 1. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα το διάνυσµα vector µεγέθους row_size x 1, ως δεύτερο 
όρισµα τον αριθµό των γραµµών (row_size) του διανύσµατος και ως τρίτο όρισµα το 
στοιχείο µε το οποίο θέλουµε να πολλαπλασιάσουµε όλα τα στοιχεία του 
διανύσµατος. 
  
Το αποτέλεσµα της πράξης πολλαπλασιασµού στοιχείου-διανύσµατος στην 
συγκεκριµένη περίπτωση είναι ένα διάνυσµα µεγέθους row_size x 1. 
Έτσι λοιπόν για να βρούµε το νέο διάνυσµα απλώς πολλαπλασιάζουµε κάθε ένα 
στοιχείο του (i,0) µε το στοιχείo element. 
  
Η συνάρτηση επιστρέφει το νέο διάνυσµα new_my_matrix που προέκυψε από τον 
πολλαπλασιασµό µεταξύ του στοιχείου και του διανύσµατος. 
 
 
double **v_v_mul(double **vector_1, int row_size, double **vector_2, int 
col_size) 
Η συνάρτηση αυτή εκτελεί την πράξη του πολλαπλασιασµού µεταξύ ενός 
διανύσµατος µεγέθους row_size x 1 και ενός διανύσµατος µεγέθους 1 x col_size. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα το διάνυσµα vector_1 µεγέθους row_size x 1 και ως 
δεύτερο όρισµα τον αριθµό των γραµµών (row_size) του διανύσµατος vector_1. 
Ως τρίτο όρισµα παίρνει το διάνυσµα vector_2 µεγέθους 1 x col_size και ως τέταρτο 
όρισµα τον αριθµό των στηλών (col_size) του διανύσµατος vector_2. 
 
Το αποτέλεσµα της πράξης αυτού του πολλαπλασιασµού µεταξύ διανύσµατος - 
διανύσµατος είναι ένας πίνακας µεγέθους row_size x col_size. 
Έτσι λοιπόν για να βρούµε για παράδειγµα το (i,j) στοιχείo του νέου πίνακα 
πολλαπλασιάζουµε κάθε στοιχείο (i,0) του διανύσµατος vector_1 µε το (0,j) στοιχείο 
του διανύσµατος vector_2 και παίρνουµε το άθροισµα όλων αυτών που προκύπτουν 
για κάθε i και j. 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει τον νέο πίνακα new_my_matrix που προέκυψε από τον 
πολλαπλασιασµό µεταξύ του πρώτου και του δεύτερου διανύσµατος. 
 
 
double **v_v_mul_2(double **vector_1, int col_size, double **vector_2, int 
row_size) 
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Η συνάρτηση αυτή εκτελεί την πράξη του πολλαπλασιασµού µεταξύ ενός 
διανύσµατος µεγέθους 1 x col_size και ενός διανύσµατος µεγέθους row_size x 1. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα το διάνυσµα vector_1 µεγέθους 1 x col_size και ως 
δεύτερο όρισµα τον αριθµό των στηλών (col_size) του διανύσµατος vector_1. 
Ως τρίτο όρισµα παίρνει το διάνυσµα vector_2 µεγέθους row_size x 1 και ως τέταρτο 
όρισµα τον αριθµό των γραµµών (col_size) του διανύσµατος vector_2. 
 
Για να γίνει ο πολλαπλασιασµός αυτός πρέπει το δεύτερο και τέταρτο όρισµα να είναι 
ίσα. 
 
Το αποτέλεσµα της πράξης αυτού του πολλαπλασιασµού µεταξύ διανύσµατος - 
διανύσµατος είναι ένα στοιχείο µεγέθους 1 x 1. 
Έτσι λοιπόν για να βρούµε για παράδειγµα το (i,j) στοιχείo του νέου πίνακα 
πολλαπλασιάζουµε κάθε στοιχείο (0,i) του διανύσµατος vector_1 µε το (j,0) στοιχείο 
του διανύσµατος vector_2 και παίρνουµε το άθροισµα όλων αυτών που προκύπτουν 
για κάθε i και j. 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει τον νέο πίνακα new_my_matrix µεγέθους 1 x 1 που 
προέκυψε από τον πολλαπλασιασµό µεταξύ του πρώτου και του δεύτερου 
διανύσµατος. 
 

5.5.2 Συναρτήσεις για την Descent Διαδικασία του αλγορίθµου 
 
double find_max(double **my_matrix, int row_size, int col_size) 
Η συνάρτηση αυτή βρίσκει το µέγιστο στοιχείο µεταξύ όλων των στοιχείων ενός 
πίνακα µεγέθους row_size x col_size. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα τον πίνακα my_matrix µεγέθους row_size x col_size, ως 
δεύτερο όρισµα τον αριθµό των γραµµών (row_size) του πίνακα my_matrix και ως 
τρίτο όρισµα τον αριθµό των στηλών (col_size) του πίνακα my_matrix. 
 
Στην συνάρτηση διατρέχουµε ένα-ένα τα στοιχεία του πίνακα και µε µια απλή 
σύγκριση κρατάµε κάθε φορά το µεγαλύτερο από αυτά. 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει το µεγαλύτερο στοιχείο max  του πίνακα. 
 
 
double find_max_s(double **my_matrix, int row_size, int col_size, int **index, 
int index_size) 
Η συνάρτηση αυτή βρίσκει το µέγιστο στοιχείο µεταξύ όχι όλων των στοιχείων ενός 
διανύσµατος µεγέθους row_size x 1, αλλά ενός υποσυνόλου του πίνακα το οποίο 
σύνολο περιέχει όποια στοιχεία του διανύσµατος µεταξύ των οποίων θέλουµε να 
βρούµε το µέγιστο και σηµατοδοτούνται από ένα διάνυσµα index µεγέθους 
index_size. 
 
Το διάνυσµα index είναι ένα διάνυσµα που περιέχει δείκτες στα στοιχεία του 
διανύσµατος my_matrix µεταξύ των οποίων θέλουµε να βρούµε το µέγιστο. 
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Αυτά εµφανίζονται κατά σειρά στο διάνυσµα index και όταν τελειώσει η λίστα µε το 
υποσύνολο τότε στις υπόλοιπες θέσεις περιέχει την τιµή -1. 
Δηλαδή αν θέλουµε να βρούµε το µέγιστο µεταξύ του πρώτου, του τρίτου και του 
τέταρτου στοιχείου ενός διανύσµατος που περιέχει πέντε στοιχεία τότε το διάνυσµα 
index θα είναι της µορφής: 

index = [0  2  3  -1  -1]T 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα το διάνυσµα my_matrix µεγέθους row_size x 1, ως δεύτερο 
όρισµα τον αριθµό των γραµµών (row_size) του πίνακα my_matrix και ως τρίτο 
όρισµα τον αριθµό των στηλών (col_size) του πίνακα my_matrix [εδώ είναι πάντα 
ίσο µε 1]. 
Ως τέταρτο όρισµα παίρνει όπως είπαµε το διάνυσµα index µε τους δείκτες στα 
στοιχεία του διανύσµατος my_matrix µεταξύ των οποίων θέλουµε το µέγιστο και ως 
πέµπτο όρισµα παίρνει το πλήθος των στοιχείων που αποτελούν το υποσύνολο 
(ουσιαστικά το πλήθος των στοιχείων του διανύσµατος index που δεν έχουν την τιµή 
-1). 
 
Στην συνάρτηση διατρέχουµε ένα-ένα τα στοιχεία του διανύσµατος my_matrix 
πλήθους index_size που σηµατοδοτούνται από το διάνυσµα index και µε µια απλή 
σύγκριση µεταξύ τους κρατάµε κάθε φορά το µεγαλύτερο από αυτά. 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει το µεγαλύτερο στοιχείο του πίνακα max. 
 
 
double find_min(double **my_matrix, int row_size, int col_size) 
Η συνάρτηση αυτή βρίσκει το ελάχιστο στοιχείο µεταξύ όλων των στοιχείων ενός 
πίνακα µεγέθους row_size x col_size. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα τον πίνακα my_matrix µεγέθους row_size x col_size, ως 
δεύτερο όρισµα τον αριθµό των γραµµών (row_size) του πίνακα my_matrix και ως 
τρίτο όρισµα τον αριθµό των στηλών (col_size) του πίνακα my_matrix. 
 
Στην συνάρτηση διατρέχουµε ένα-ένα τα στοιχεία του πίνακα και µε µια απλή 
σύγκριση κρατάµε κάθε φορά το ελάχιστο  από αυτά. 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει το µεγαλύτερο στοιχείο min του πίνακα. 
 
 
int **suppmax_u(double **vector, int row_size) 
Η συνάρτηση αυτή βρίσκει το σύνολο όλων των στοιχείων που είναι ίσα µε το 
µέγιστο στοιχείο ενός διανύσµατος µεγέθους row_size x 1. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα το διάνυσµα vector µεγέθους row_size x 1 και ως δεύτερο 
όρισµα τον αριθµό των γραµµών (row_size) του διανύσµατος. 
 
Στην συνάρτηση αρχικά µέσω της συνάρτηση find_max βρίσκουµε το µέγιστο από τα 
στοιχεία του διανύσµατος. Διατρέχουµε ένα-ένα όλα τα στοιχεία του διανύσµατος 
vector και ελέγχουµε αν είναι ίσα µε την µέγιστη τιµή που είχαµε βρει 
προηγουµένως. Αν ναι τότε προσθέτουµε τον δείκτη της θέσης αυτής σε ένα νέο 
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διάνυσµα new_my_matrix µεγέθους row_size x 1. Στις εναποµείναντες θέσεις του 
new_my_matrix βάζουµε την τιµή -1. 
Πιο συγκεκριµένα αν έχουµε µέγιστη τιµή max στο διάνυσµα vector µεγέθους 5 και 
αυτή η τιµή βρίσκεται στις θέσεις 0, 3 και 4 του διανύσµατός vector, τότε το 
new_my_matrix θα πάρει τελικά τις εξής τιµές: 

new_my_matrix = [0  3  4  -1  -1]Τ 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει το διάνυσµα new_my_matrix. 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ: για λόγους ευστάθειας όπως αναπτύξαµε και παραπάνω, 
χρησιµοποιείται η παράµετρος δ. Αντί να αναζητούµε τα στοιχεία του διανύσµατος 
που έχουν τιµή ακριβώς max, αναζητούµε αυτά τα στοιχεία που έχουν τιµή 
µεγαλύτερη ή ίση του max-δ. 
Ουσιαστικά σε όλο το πρόγραµµα δουλεύουµε προσεγγιστικά στις double τιµές 
σύµφωνα πάνα µε την παράµετρο δ που µένει σταθερή σε όλο το πρόγραµµα. 
 
 
int **suppmax_u_bar(double **vector, int row_size) 
Η συνάρτηση αυτή δουλεύει όπως ακριβώς η συνάρτηση suppmax_u, απλώς κάνει 
την αντίθετη διαδικασία. Βρίσκει όλα τα στοιχεία που δεν είναι ίσα µε το µέγιστο 
στοιχείο ενός διανύσµατος µεγέθους row_size x 1. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα το διάνυσµα vector µεγέθους row_size x 1 και ως δεύτερο 
όρισµα τον αριθµό των γραµµών (row_size) του διανύσµατος. 
 
Στην συνάρτηση αρχικά µέσω της συνάρτηση find_max βρίσκουµε το µέγιστο από τα 
στοιχεία του διανύσµατος. Διατρέχουµε ένα-ένα όλα τα στοιχεία του διανύσµατος 
vector και ελέγχουµε αν δεν είναι ίσα µε την µέγιστη τιµή που είχαµε βρει 
προηγουµένως. Αν δεν είναι τότε προσθέτουµε τον δείκτη της θέσης αυτής σε ένα νέο 
διάνυσµα new_my_matrix µεγέθους row_size x 1. Στις εναποµείναντες θέσεις του 
new_my_matrix βάζουµε την τιµή -1. 
Πιο συγκεκριµένα αν έχουµε µέγιστη τιµή max στο διάνυσµα vector µεγέθους 5 και 
αυτή η τιµή βρίσκεται στις θέσεις 0, 3 και 4 του διανύσµατός vector, τότε το 
new_my_matrix θα πάρει τελικά τις εξής τιµές: 

new_my_matrix = [1  2  -1  -1  -1]Τ 
 
Η συνάρτηση επιστρέφει το διάνυσµα new_my_matrix. 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ: για λόγους ευστάθειας όπως αναπτύξαµε και παραπάνω, 
χρησιµοποιείται η παράµετρος δ. Αντί να αναζητούµε τα στοιχεία του διανύσµατος 
που δεν έχουν τιµή ακριβώς max, αναζητούµε αυτά τα στοιχεία που έχουν τιµή 
µικρότερη του max-δ. 
Ουσιαστικά σε όλο το πρόγραµµα δουλεύουµε προσεγγιστικά στις double τιµές 
σύµφωνα πάνα µε την παράµετρο δ που µένει σταθερή σε όλο το πρόγραµµα. 
 

5.5.3 Συναρτήσεις για τον υπολογισµό της συνάρτησης f(x,y) 
Παρακάτω παρουσιάζονται τρεις συναρτήσεις που έχουν να κάνουν µε την φόρµουλα 
βελτιστοποίησης που παρουσιάζεται στο τρίτο κεφάλαιο του paper, δηλαδή µε την 
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υλοποίηση των συναρτήσεων fR(x,y) και fC(x,y) µέσω των οποίων υλοποιείται η 
συνάρτηση f όπως θα δούµε παρακάτω. 
Ανάλυση του τι είναι η συνάρτηση f(x,y) θα γίνει στην ανάλυση του κυρίως 
προγράµµατος και αλγόριθµου παρακάτω. 
 
 
double f_R(double **R, int row_size, int col_size, double **x, double **y) 
Η συνάρτηση αυτή υλοποιεί την συνάρτηση fR(x,y) = max(Ry) - xTRy, που αποτελεί 
ένα από τα δύο συστατικά της συνάρτησης f(x,y) 
[f(x,y) = max{fR(x,y), fC(x,y)}]. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα τοn πίνακα κερδών του παίκτη γραµµής R µεγέθους 
row_size x col_size, ως δεύτερο όρισµα τον αριθµό των γραµµών (row_size) του 
πίνακα κερδών R και ως τρίτο όρισµα τον αριθµό των στηλών (col_size) του πίνακα 
κερδών R. 
Ως τέταρτο όρισµα παίρνει το διάνυσµα πιθανοτήτων x [κατανοµή πιθανοτήτων πάνω 
στις στρατηγικές του παίκτη γραµµής] και ως πέµπτο όρισµα το διάνυσµα 
πιθανοτήτων y [κατανοµή πιθανοτήτων πάνω στις στρατηγικές του παίκτη στήλης]. 
 
Στην συνάρτηση αρχικά υπολογίζουµε όλους τους απαραίτητους πίνακες που θα 
χρειαστούν για τον υπολογισµό της τιµής της fR(x,y). 
Πρώτα υπολογίζεται ο ανάστροφος πίνακας του x [xT], µέσω της συνάρτηση 
tran_matrix. 
Στη συνέχεια υπολογίζεται το διάνυσµα που προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό του 
πίνακα κερδών R µε το διάνυσµα πιθανοτήτων y [Ry] µέσω της συνάρτησης 
m_v_mul. 
Στη συνέχεια υπολογίζεται το στοιχείο xΤRy µέσω της συνάρτησης v_v_mul_2. 
Αφού βρούµε και το µέγιστο στοιχείο max του πίνακα Ry µέσω της συνάρτησης 
find_max, τότε για να βρούµε την τελική τιµή του fR(x,y), απλά εκτελούµε την 
πράξη: max - xΤRy 
 
Η συνάρτηση αυτή επιστρέφει αυτήν την τελική τιµή της fR(x,y). 
 
 
double f_C(double **C, int row_size, int col_size, double **x, double **y) 
Η συνάρτηση αυτή υλοποιεί την συνάρτηση fC(x,y) = max(CTx) - xTCy, που 
αποτελεί το δεύτερο από τα δύο συστατικά της συνάρτησης f(x,y) 
[f(x,y) = max{fR(x,y), fC(x,y)}]. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα τοn πίνακα κερδών του παίκτη στήλης C µεγέθους 
row_size x col_size, ως δεύτερο όρισµα τον αριθµό των γραµµών (row_size) του 
πίνακα κερδών C και ως τρίτο όρισµα τον αριθµό των στηλών (col_size) του πίνακα 
κερδών C. 
Ως τέταρτο όρισµα παίρνει το διάνυσµα πιθανοτήτων x [κατανοµή πιθανοτήτων πάνω 
στις στρατηγικές του παίκτη γραµµής] και ως πέµπτο όρισµα το διάνυσµα 
πιθανοτήτων y [κατανοµή πιθανοτήτων πάνω στις στρατηγικές του παίκτη στήλης]. 
 
Στην συνάρτηση αρχικά υπολογίζουµε όλους τους απαραίτητους πίνακες που θα 
χρειαστούν για τον υπολογισµό της τιµής της fC(x,y). 
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Πρώτα υπολογίζεται ο ανάστροφος πίνακας του x [xT], µέσω της συνάρτηση 
tran_matrix. 
Στη συνέχεια υπολογίζεται ο ανάστροφος πίνακας του C [CT], µέσω της συνάρτηση 
tran_matrix 
Στη συνέχεια υπολογίζεται το διάνυσµα που προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό του 
πίνακα CT µε το διάνυσµα πιθανοτήτων x [CT x] µέσω της συνάρτησης m_v_mul. 
Υπολογίζεται το διάνυσµα Cy µέσω της συνάρτησης m_v_mul και το στοιχείο xΤCy 
µέσω της συνάρτησης v_v_mul_2. 
Αφού βρούµε και το µέγιστο στοιχείο max του πίνακα CT x µέσω της συνάρτησης 
find_max, τότε για να βρούµε την τελική τιµή του fC(x,y), απλά εκτελούµε την 
πράξη: max - xΤCy 
 
Η συνάρτηση αυτή επιστρέφει αυτήν την τελική τιµή της fC(x,y). 
 
 
double f(double **R, double **C, int row_size, int col_size, double **x, double 
**y) 
Η συνάρτηση αυτή υλοποιεί την συνάρτηση f(x,y), µέσω των δύο συστατικών 
(fR(x,y), fC(x,y)) που υπολογίζονται από τις εκάστοτε συναρτήσεις f_R και f_C 
αντίστοιχα. 
[f(x,y) = max{fR(x,y), fC(x,y)}]. 
 
Παίρνει ως πρώτο όρισµα τον πίνακα κερδών του παίκτη γραµµής R µεγέθους 
row_size x col_size, ως δεύτερο όρισµα τον πίνακα κερδών του παίκτη στήλης C 
µεγέθους row_size x col_size, ως τρίτο όρισµα τον αριθµό των γραµµών (row_size) 
του πίνακα κερδών R και C και ως τέταρτο όρισµα τον αριθµό των στηλών (col_size) 
του πίνακα κερδών R και C. 
Ως πέµπτο όρισµα παίρνει το διάνυσµα πιθανοτήτων x [κατανοµή πιθανοτήτων πάνω 
στις στρατηγικές του παίκτη γραµµής] και ως έκτο όρισµα το διάνυσµα πιθανοτήτων 
y [κατανοµή πιθανοτήτων πάνω στις στρατηγικές του παίκτη στήλης]. 
 
Στην συνάρτηση αρχικά καλούµαι την συνάρτηση f_R µε όρισµα τον πίνακα κερδών 
του παίκτη γραµµής R. Αποθηκεύουµε το αποτέλεσµα στον double αριθµό max_R. 
Επίσης καλούµαι την συνάρτηση f_C µε όρισµα τον πίνακα κερδών του παίκτη 
στήλης C. Αποθηκεύουµε το αποτέλεσµα στον double αριθµό max_C. 
Εν συνεχεία απλώς κάνουµε έναν έλεγχο ποιο από τους δύο παραπάνω αριθµούς 
(max_R ή max_C) είναι ο µεγαλύτερος. 
 
Η συνάρτηση f επιστρέφει τον µεγαλύτερο από αυτούς τους δύο, µιας και η f(x,y) 
ορίζεται ως εξής:  

f(x,y) = max{fR(x,y), fC(x,y)} 
 

5.6  Επίλυση LP µέσω της CPLEX 
[Η παρακάτω ανάλυση γίνεται βάσει του manual που δίνει η CPLEX: gscplex.pdf] 
 
Ο αλγόριθµός µας βασίζεται κατά βάση στην επίλυση γραµµικών προβληµάτων [LP]. 
Στο πρόγραµµα µας χρησιµοποιούµε το εργαλείο CPLEX τόσο για να ορίσουµε όσο 
και για να λύσουµε τα γραµµικά προβλήµατα που παρουσιάζονται στον αλγόριθµο. 
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Όπως είπαµε και παραπάνω η CPLEX δουλεύει µέσω της γλώσσας C, απλώς 
προσθέτοντας την βιβλιοθήκη <ilcplex/cplex.h> (ILOG CPLEX Callable Library), η 
οποία περιέχει διάφορες συναρτήσεις της CPLEX [routines], τις οποίες µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε. Μεταξύ αυτών είναι η δηµιουργία και η επίλυση γραµµικών 
προβληµάτων. 
 
Για αυτόν τον λόγο παρακάτω θα εξηγήσουµε πως λειτουργεί η όλη διαδικασία την 
οποία θα χρησιµοποιήσουµε για κάθε LP του αλγόριθµου. 

5.6.1 Compile και Εκτέλεση 
Έχουµε δηµιουργήσει ένα makefile µέσω του οποίου γίνεται η σύνδεση του 
προγράµµατος και της βιβλιοθήκης <ilcplex/cplex.h> η οποία υπάρχει στον server 
του συστήµατος πάνω στο οποίο τρέχει η CPLEX [χρησιµοποιούµε τον server zenon 
της σχολής]. 
Έτσι εκτελώντας ένα απλό make all γίνεται το compile του κώδικα. 
[Αν έχουµε ξανακάνει compile πρέπει να κάνουµε make clean για να σβηστούν 
τυχόν παλαιότερα αρχεία που είχαν δηµιουργηθεί] 
 
Έπειτα απλά τρέχουµε το εκτελέσιµο που προκύπτει. 
 
Σηµείωση: Το αρχείο makefile υπήρχε έτοιµο στον φάκελο CPLEX του server. Το µόνο 
που κάναµε ήταν να αλλάξουµε την διεύθυνση του αρχείου που θέλουµε να κάνουµε 
compile και να το προσαρµόσουµε στο πρόβληµά µας. 
 

5.6.2 Δηµιουργία και Επίλυση LP 
 
5.6.2.1 Σύνδεση µε το περιβάλλον της CPLEX (µεταβλητή env) 
Για να χρησιµοποιήσουµε ρουτίνες της CPLEX βιβλιοθήκης, αρχικά πρέπει να 
καλέσουµε την συνάρτηση CPXopenCPLEX [αυτή πρέπει να είναι η πρώτη 
συνάρτηση που καλούµε] η οποία αρχικά ελέγχει την ύπαρξη κάποιου έγκυρου ILOG 
CPLEX license και στη συνέχεια επιστρέφει ένα δείκτη (µε όνοµα env) στο 
περιβάλλον CPLEX. 
Ο δείκτης αυτός πρέπει να περνάει σε κάθε συνάρτηση της βιβλιοθήκης της CPLEX 
(Callable Library) που θα χρησιµοποιούµε στη συνέχεια. 
Επίσης χρησιµοποιείται ένα όρισµα (status) το οποίο είναι δείκτης σε ακέραιο, έτσι 
ώστε όταν έχουµε κάποιο error να τίθεται ένας συγκεκριµένος αριθµός στο status. 
 
5.6.2.2 Ενεργοποίηση εκτύπωσης αποτελεσµάτων 
Στη συνέχεια αν θέλουµε τα αποτελέσµατα της επίλυσης γραµµικών προβληµάτων να 
εµφανίζονται στην οθόνη απλά καλούµε την συνάρτηση CPXsetintparam δίνοντας ως 
όρισµα το CPX_PARAM_SCRIND. 
Αν δεν τεθεί η συγκεκριµένη επιλογή τότε δεν µπορούµε να δούµε ούτε στην οθόνη 
ούτε σε αρχείο τα αποτελέσµατα της επίλυσης του LP. 
 
5.6.2.3 Δηµιουργία νέου Γραµµικού Προβλήµατος (µεταβλητή lp) 
Εν συνεχεία καλώντας την συνάρτηση CPXcreateprob δηµιουργούµε ένα κενό LP 
πρόβληµα το οποίο by default είναι πρόβληµα ελαχιστοποίησης, χωρίς καθόλου 
αντικειµενική συνάρτηση, περιορισµούς και µεταβλητές. Αυτό το πρόβληµα πρέπει 
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να το διαµορφώσουµε στη συνέχεια και να το προσαρµόσουµε στα δεδοµένα µας, 
µέσω συναρτήσεων της CPLEX που θα δούµε παρακάτω. 
Η επιστρεφόµενη τιµή (lp) της συνάρτησης αυτής, είναι ένας δείκτης που πρέπει να 
περνάει ως όρισµα σε οποιαδήποτε άλλη συνάρτηση ώστε να σηµατοδοτείται ότι 
µιλάµε για το συγκεκριµένο πρόβληµα. 
Αν δεν επιτύχει η δηµιουργία του LP αυτού, τότε επιστρέφεται η τιµή NULL. 
 
5.6.2.4 Καθορισµός Παραµέτρων του LP µας (συνάρτηση populatebyrow) 
Στη συνέχεια καλούµε µια συνάρτηση που έχουµε δηµιουργήσει εµείς (µε όνοµα που 
αρχίζει µε populatebyrow), η οποία δηµιουργεί το LP που θέλουµε. 
 
Στην συνάρτηση αυτήν, αρχικά καθορίζουµε το είδος του προβλήµατος 
(maximixzation - minimization) µέσω της συνάρτησης CPXchgobjsen. 
Έτσι αν το όρισµα είναι CPX_MIN τότε το γραµµικό πρόβληµα θα είναι πρόβληµα 
ελαχιστοποίησης της αντικειµενικής συνάρτησης (minimization), ενώ αν το όρισµα 
είναι CPX_ MAX τότε το γραµµικό πρόβληµα θα είναι πρόβληµα µεγιστοποίησης 
της αντικειµενικής συνάρτησης (maximization). 
 
Στη συνέχεια καθορίζουµε την αντικειµενική συνάρτηση του LP. 
Οι αντικειµενικές συναρτήσεις που θα χρησιµοποιήσουµε θα είναι της µορφής: 

a1*x1 + a2*x2 + a3*x3 + … 
όπου xi είναι οι µεταβλητές της αντικειµενικής συνάρτησης και ai είναι ο 
συντελεστής κάθε µιας µεταβλητής αντίστοιχα. 
Για να το καθορίσουµε αυτό αρχικά χρησιµοποιούµε κάποιους πίνακες που περιέχουν 
double στοιχεία. Αυτοί οι πίνακες είναι οι obj, lb, ub µεγέθους ίσο µε το πλήθος των 
µεταβλητών της αντικειµενικής συνάρτησης. Κάθε θέση των πινάκων αυτών, 
ξεκινώντας από την αρχή, αντιπροσωπεύει και µία µεταβλητή. 
Έτσι για να καταχωρήσουµε την µεταβλητή xi ως µεταβλητή της αντικειµενικής 
συνάρτησης στη θέση i µε συντελεστή ai αρκεί να κάνουµε το εξής: 
 
obj[i] = ai 
lb[i] = (εδώ βάζουµε το άνω όριο της τιµής που µπορεί να πάρει η µεταβλητή xi) 
ub[i] = (εδώ βάζουµε το κάτω όριο της τιµής που µπορεί να πάρει η µεταβλητή xi) 
 
Αφού κάνουµε αυτή την διαδικασία για κάθε µεταβλητή της αντικειµενικής 
συνάρτησης καλούµε την συνάρτηση CPXnewcols η οποία παίρνοντας ως ορίσµατα 
το πλήθος των µεταβλητών, τους πίνακες obj, lb, ub καθορίζει την αντικειµενική 
συνάρτηση του προβλήµατος που καθορίζεται µέσω των µεταβλητών env, lp όπως 
είδαµε παραπάνω. 
 
Στη συνέχεια καθορίζουµε το σύνολο των περιορισµών (αν υπάρχουν περιορισµοί, 
πέραν αυτούς που βάλαµε κατά τη δηµιουργία της αντικειµενικής συνάρτησης). 
Οι περιορισµοί καθορίζονται µέσω τριών πινάκων. 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ: Πρέπει να πούµε ότι οι µεταβλητές που εµφανίζονται στους 
περιορισµούς πρέπει να αντιστοιχούν στις µεταβλητές που εµφανίστηκαν στην 
αντικειµενική συνάρτηση, µε την ίδια ακριβώς σειρά. 
 
Δηλαδή, συνεχίζοντας το παραπάνω παράδειγµα οι περιορισµοί πρέπει να είναι της 
µορφής: 
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b1*x1 + b2*x2 + b3*x3 + … ≥ (ή ≤) B 
όπου xi είναι οι ίδιες µεταβλητές που εµφανίστηκαν στην αντικειµενική συνάρτηση, 
bi είναι ο συντελεστής κάθε µιας µεταβλητής στους περιορισµούς αντίστοιχα και το B 
είναι ένας σταθερός αριθµός. 
Μπορούµε να έχουµε όσους τέτοιους περιορισµούς επιθυµούµε, αλλά πάντα στη 
συγκεκριµένη µορφή. 
Παραδείγµατος χάρη να έχουµε δύο τέτοιους περιορισµούς, που έχουν τρεις 
µεταβλητές ο κάθε ένας: 

b1*x1 + b2*x2 + b3*x3 ≤ B 
c1*x1 + c2*x2 + c3*x3 ≤ C 

 
Ο πίνακας rmatind είναι ένας πίνακας µεγέθους ίσο µε το σύνολο όλων των 
µεταβλητών που εµφανίζονται στους περιορισµούς (δηλαδή ίσο µε το γινόµενο 
µεταξύ του πλήθους των περιορισµών και το πλήθος των µεταβλητών που ένας 
περιορισµός έχει) 
Έτσι όταν έχουµε rmatind[i] αναφερόµαστε στην i-στη µεταβλητή µετρώντας τις 
µεταβλητές όλων των περιορισµών από την αρχή. 
Για να καθορίσουµε ότι µία µεταβλητή είναι η j-στη κατά σειρά σε ένα συγκεκριµένο 
περιορισµό (και η i-στη συνολικά στους περιορισµούς) θέτουµε: 

rmatind[i] = j 
Επίσης ο πίνακας rmatval είναι ίδιου µεγέθους µε τον rmatind, µόνο που σε αυτόν 
καθορίζουµε την τιµή του συντελεστή που έχει η i-στη (συνολικά στους 
περιορισµούς) µεταβλητή: 

rmatval[i] = (value) 
 
Ο rmatbeg είναι ένας πίνακας µεγέθους όσο και το πλήθος των περιορισµών. 
Κάθε θέση του εκφράζει τον αντιστοιχο κατά σειρά περιορισµό. Δηλαδή αν θέλουµε 
να αναφερθούµε στον k-στο κατά σειρά περιορισµό τότε γράφουµε: 

rmatbeg[k] 
 
Έτσι ο rmatbeg[k] είναι ουσιαστικά ένας “δείκτης” στον k κατά σειρά περιορισµό 
που θέτουµε. 
Η τιµή που παίρνει η rmatbeg[k] είναι ίση µε τον αριθµό της θέσης που έχει η πρώτη 
µεταβλητή του περιορισµού k και φαίνεται στον πίνακα rmatind. 
 
 
Με άλλα λόγια για τον i-στο κατά σειρά περιορισµό [θα λέµε ότι είναι ο περιορισµός 
της γραµµής i] στο πίνακα rmatind αποθηκεύουµε τον αριθµό της στήλης (θα 
αναφερόµαστε στις µεταβλητές ως στήλες. Η πρώτη µεταβλητή κατέχει την πρώτη 
στήλη) που περιέχει µη µηδενική µεταβλητή. 
 
Δηλαδή στην γραµµή i οι στήλες αποθηκεύονται στα: 

rmatind[rmatbeg[i]], rmatind[rmatbeg[i]+1],..., rmatind[rmatbeg[i+1]-1]. 
 
Και οι τιµές των στηλών στα: 

rmatval[rmatbeg[i]], rmatval[rmatbeg[i]+1],..., rmatval[rmatbeg[i+1]-1]. 
 
Επίσης µπορούµε να καθορίσουµε την φορά της ανισότητας µέσω του πίνακα 
sense[k] για τον k κατά σειρά περιορισµό θέτοντας  το ίσο είτε µε L (≤), είτε ίσο µε H 
(≥), είτε ίσο µε E (=). 
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Επίσης µπορούµε να καθορίσουµε την τιµή της σταθερής τιµής µέσω του πίνακα 
rhs[k] για τον k κατά σειρά περιορισµό θέτοντας τον απλά ίσο µε την τιµή που 
θέλουµε. 
 
Στο παράδειγµα: 

b1*x1 + b2*x2 + b3*x3 ≤ B 
c1*x1 + c2*x2 + c3*x3 ≤ C 

οι πίνακες θα έχουν τις εξής τιµές: 
 
[Για τον πρώτο περιορισµό] 
rmatbeg[0] = 0 
sense[0] = ‘L’ 
rhs[0] = B 
 
rmatind[0] = 0  rmatind[1] = 1  rmatind[2] = 2 
rmatval [0] = b1 rmatval [1] = b2 rmatval [2] = b3 
 
[Για τον δεύτερο περιορισµό] 
rmatbeg[1] = 3 
sense[1] = ‘L’ 
rhs[1] = C 
 
rmatind[3] = 0  rmatind[4] = 1  rmatind[5] = 2 
rmatval [3] = c1 rmatval [4] = c2 rmatval [5] = c3 
 
 
Αφού καθορίσουµε τους περιορισµούς µέσω των πινάκων rmatbeg, rmatind, rmatval, 
sense και rhs καλούµε την συνάρτηση CPXnewcols η οποία παίρνοντας ως ορίσµατα 
αυτούς τους πίνακες καθορίζει τους περιορισµούς του προβλήµατος που καθορίζεται 
µέσω των µεταβλητών env, lp όπως είδαµε παραπάνω. 
 
5.6.2.5 Η Επίλυση του Γραµµικού Προβλήµατος (optimization) 
Αφού έχουµε καθορίσει τόσο την αντικειµενική συνάρτηση του LP, όσο και τους 
περιορισµούς, πλέον µπορούµε να κάνουµε το optimization του LP που έχουµε 
δηµιουργήσει. Αυτό γίνεται µέσω της συνάρτησης CPXlpopt η οποία παίρνει 
ορίσµατα τις µεταβλητές env και lp. 
By default χρησιµοποιείται ο Optimizer που δουλεύει µε την µέθοδο Dual Simplex. 
Η επιστρεφόµενη τιµή αν λειτουργήσει σωστά είναι 0. 
 
Αν όλα λειτουργήσουν σωστά και γίνει το optimization τότε η CPLEX δεσµεύει χώρο 
για τις primal µεταβλητές, τις dual και την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης 
(καθώς και κάποιες άλλες παραµέτρους που δεν µας ενδιαφέρουν στο πρόγραµµά 
µας). 
 
Τότε καλούµε την συνάρτηση CPXsolution, µέσω της οποίας µπορούµε να έχουµε 
πρόσβαση στις τιµές αυτές που θέλουµε. 
Η συνάρτηση αυτήν επιστρέφει την κατάσταση του προβλήµατος (αν υπάρχει λύση ή 
είναι αδύνατο να λυθεί), την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης και τα διανύσµατα 
µε τις λύσεις (τις τιµές των primal και dual µεταβλητών) 



 57 

 
Μπορούµε να γράψουµε τα του προβλήµατος σε κάποιο αρχείο µέσω της συνάρτησης 
CPXwriteprob, ώστε να κάνουµε κάποιο debugging αν είναι απαραίτητο. 
 
5.6.2.6 Απελευθέρωση του δεσµευµένου χώρου λύσεων και Τερµατισµός 
Τέλος εφόσον έχουµε τελειώσει µε το LP το οποίο είχαµε να λύσουµε ΠΡΕΠΕΙ να 
ελευθερώσουµε τις µεταβλητές env και lp πριν πάµε να λύσουµε κάποιο άλλο LP. 
Την µεταβλητή lp, που αντιπροσωπεύει το πρόγραµµα, την ελευθερώνουµε µέσω της 
συνάρτησης CPXfreeprob και την µεταβλητή env, που αντιπροσωπεύει την σύνδεση 
µε το περιβάλλον της CPLEX, µέσω της συνάρτησης CPXcloseCPLEX. 
Έτσι πλέον δεν υφίσταται το LP που είχαµε δηµιουργήσει και µπορούµε να 
δηµιουργήσουµε κάποιο νέο. 
 
Επίσης η ετικέτα TERMINATE: υφίσταται ώστε αν συµβεί κάποιο σφάλµα στο 
πρόγραµµα (το ελέγχουµε µέσω της µεταβλητή status) να τερµατίσουµε το 
πρόγραµµα κανονικά. 
Έτσι µετά την ετικέτα αυτήν το αντικείµενο lp που αντιπροσωπεύει το πρόγραµµα 
τερµατίζει (µε την CPXfreeprob) και επίσης απελευθερώνονται όλοι οι δυναµικοί 
πίνακες που είχαν δεσµευτεί για τις λύσεις. 
Τέλος όπως είδαµε µέσω της CPXcloseCPLEX ενηµερώνεται η CPLEX ότι όλες οι 
κλήσεις στην βιβλιοθήκη (Callable Library) έχουν ολοκληρωθεί. 
 

5.7  Αλγόριθµος – Descent Procedure (σχηµατικά) 



 

Καθορισµός m, n 

Δηµιουργία και άνοιγµα 
αρχείων εξόδου / εισόδου 

Εναρξη 

Καθορισµός: 
• Δυναµικών πινάκων 
• Πινάκων κέρδους R, C 

Προπαρασκευαστικό Βήµα 
Αρχή 

Κανονικοποίηση των 
R, C 

Υπολογισµός f(x,y) 
Πριν το Βήµα 1 

Ελευθερώνουµε τις µεταβλητές: env, lp, status 
Δηµιουργούµε νέες µεταβλητές: env, lp, status 

Descent Procedure 
Αρχή 

Βήµα 1 

Κανονικοποίηση των x, y 

Υπολογισµός f(x,y), fR(x,y), fC(x,y) 
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Σύγκριση 
fR(x,y) και fC(x,y) 

Καθορισµός: 
Δυναµικών πινάκων 

Καθορισµός τύπου LP: 
maximization 

Καθορισµός αντικειµενικής συνάρτησης: 
, 

µε το σταθερό και µεταβλητή το x 
και 
0 ≤ xi ≤ 1, 
για κάθε xi 

Καθορισµός περιορισµών: 
 

(m στο πλήθος) 
και 

 

Επίλυση του LP που δηµιουργήθηκε, 
µέσω της CPLEX 

fR(x,y) ≥ fC(x,y) 

x: νέο (από primal λύση του LP) 
y: παραµένει το ίδιο 

Καθορισµός: 
Δυναµικών πινάκων 

Καθορισµός τύπου LP: 
maximization 

Καθορισµός αντικειµενικής συνάρτησης: 
, 

µε το  σταθερό και µεταβλητή το y 
και 
0 ≤ yi ≤ 1, 
για κάθε yi 

Καθορισµός περιορισµών: 
 

(n στο πλήθος) 
και 

 

Επίλυση του LP που δηµιουργήθηκε, 
µέσω της CPLEX 

fR(x,y) ≤ fC(x,y) 

x: παραµένει το ίδιο 
y: νέο (από primal λύση του LP) 

x: παραµένει το ίδιο 
y: παραµένει το ίδιο 

fR(x,y) = fC(x,y) 

Υπολογισµός f(x,y), fR(x,y), fC(x,y) 

Βήµα 2 
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f(x,y) ≤ δ 

Δηµιουργία του πίνακα G 

Υπολογισµός των: 
 
 

Καθορισµός αντικειµενικής συνάρτησης: 
(δηµιουργώ νέα µεταβλητή u.) 

 
µε  και  

Καθορισµός περιορισµών: 
Οι περιορισµοί καθορίζονται από τον 
παρακάτω πίνακα: 

 

(πλήθους m+n ) 
 

Από τις πρώτες m γραµµές επιλέγουµε ως περιορισµούς αυτές που 
σηµατοδοτούνται από το  
Από τις υπόλοιπες n γραµµές επιλέγουµε ως περιορισµούς αυτές που 
σηµατοδοτούνται από το . 

 

ΝΑΙ 

Έχουµε exact N.E. και 
Θέτουµε το flag_ne=1 ΟΧΙ 

Ελευθερώνουµε τις µεταβλητές: env, lp, status 
Δηµιουργούµε νέες µεταβλητές: env, lp, status 

Καθορισµός τύπου LP: 
minimization 
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Επίλυση του LP που δηµιουργήθηκε, 
µέσω της CPLEX 

V(x,y) = primal τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης u 

x νέο = x` 
y νέο = y` 
 

Αποθήκευση dual λύσεων στον 
πίνακα dial_m 
Θέτω Αν #SR το πλήθος των 
στοιχείων του συνόλου  

και 
 #SC είναι το πλήθος των 
στοιχείων του συνόλου  

Δηµιουργώ το w: 
Τα πρώτα #SR στοιχεία του πίνακα dual_m διαιρεµένα µε το 
άθροισµα των πρώτων #SR στοιχείων στις θέσεις που το σύνολο SR 
δεικτοδοτεί κατά σειρά. 
Στις υπόλοιπες θέσεις βάζουµε τιµή ίση µε 0. 
 
Δηµιουργώ το z: 
Tα υπόλοιπα #SC στοιχεία του πίνακα dual_m διαιρεµένα µε το 
άθροισµα των υπόλοιπων #SC στις θέσεις όµως που το σύνολο SC 
δεικτοδοτεί κατά σειρά. 
Στις υπόλοιπες θέσεις βάζουµε τιµή ίση µε 0. 
 

Θέτω: 
ρ = Σw 
(1-ρ) = Σz 
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Ελευθερώνουµε τις µεταβλητές: env, lp, status 
Δηµιουργούµε νέες µεταβλητές: env, lp, status 

Καθορισµός αντικειµενικής συνάρτησης: 
 

µε άγνωστη µεταβλητή την y’. 
[αλλά µόνο αυτές που δεικτοδοτούνται από το σύνολο  
] 

Καθορισµός περιορισµών: 
 

Καθορισµός τύπου LP: 
minimization 

Επίλυση του LP που δηµιουργήθηκε, 
µέσω της CPLEX 

λ = primal τιµή της αντικειµενικής 
συνάρτησης 

Βήµα 2b 
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Ελευθερώνουµε τις µεταβλητές: env, lp, status 
Δηµιουργούµε νέες µεταβλητές: env, lp, status 

Καθορισµός αντικειµενικής συνάρτησης: 
 

µε άγνωστη µεταβλητή την x’.  
[αλλά µόνο αυτές που δεικτοδοτούνται από το σύνολο ] 

Καθορισµός περιορισµών: 
 

Καθορισµός τύπου LP: 
minimization 

Επίλυση του LP που δηµιουργήθηκε, 
µέσω της CPLEX 

µ = primal τιµή της αντικειµενικής 
συνάρτησης 

Βήµα 2c 
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Κανονικοποίηση διανυσµάτων πιθανοτήτων: 
 x, y 

Υπολογισµός των συνόλων: 
και  

καθώς και των συµπληρωµατικών αυτών: 
 και   

] 

Υπολογισµός των: 
 

καθώς επίσης και το 
, 

για το δεύτερο, ελέγχοντας µόνο τις θέσεις που δεικτοδοτούνται 
από το σύνολο  
 

Καθορισµός δυναµικών 
πινάκων 

Υπολογισµός του ε1* : 

 

για κάθε  
 

Υπολογισµός του ε2* : 

 

για κάθε  
 

Βήµα 4 
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Σύγκρινε: 
ε1*, ε2* και 1 

Αν το ελάχιστο είναι το: 
ε1* 

Αν το ελάχιστο είναι το: 
ε2* 

Αν το ελάχιστο είναι το: 
1 

Θέσε: 
ε* = ε1* 
 

Θέσε: 
ε* = 1 

 

Θέσε: 
ε* = ε2* 
 

Καθορισµός δυναµικών 
πινάκων 

Υπολογίζουµε τα παρακάτω: 
 

 
και 

Η = min( , ) 
 

H≥0 
ΟΧΙ 

 ε** = ε* 
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Υπολογισµός των νέων x, y: 
 

 

Υπολογισµός της νέας f(x, y): 
 

 

Κανονικοποίηση των νέων x, y 

Υπολογισµός f(x,y), fR(x,y), fC(x,y) 
 

Υπολογισµός της νέας f(x, y) µέσω της φόρµουλας (για επαλήθευση): 
 

 

Έλεγξε: 
V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 

[ή ] 

ή 
flag_ne = 1 

Goto Βήµα 1 
 

ΟΧΙ 

ΝΑΙ 

Βήµα 3 
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Εκτελούµε 
το primal 

ή 
το dual 
πρόβληµα; 

Αποθήκευση τιµής της f(x,y) 

primal dual 

Υπολογισµός των: 
και 
 

Goto Βήµα 1 
 

Θέσε νέα αρχικά σηµεία x0 , y0 τα: 
x0=w 
και 
y0=z 

[dual πρόβληµα] 

Υπολογισµός των: 
και 
 

Σύγκριση της νέας 
f(x,y) µε αυτήν του 
primal προβλήµατος 
που είχαµε 
αποθηκεύσει 
 

Εµφάνισε ως 
προσεγγιστική 
N.E. την τιµή  
f(x,y) της λύσης 
του primal 
προβλήµατος 

Αν η f(x,y) 
του primal 
µικρότερη 

Εµφάνισε ως 
προσεγγιστική 
N.E. την τιµή  
f(x,y) της λύσης 
του primal 
προβλήµατος 

Αν η f(x,y) 
του dual 
µικρότερη 

Απελευθέρωση όλης της µνήµης 
που είχαµε δεσµεύσει 

ΤΕΛΟΣ 



5.8  Αλγόριθµος – Descent Procedure (αναλυτικά η  µεθοδολογία) 
Παρακάτω θα αναλυθεί λεπτοµερώς ο αλγόριθµος της Descent Διαδικασίας, όπως 
αυτή διαφοροποιήθηκε από αυτή του paper [1] και διαµορφώθηκε στην πράξη στο 
πρόγραµµα [bcs_v3.c]. 
 

5.8.1 Αρχικές παρατηρήσεις 
Ο αλγόριθµος που παρουσιάστηκε στο paper αυτό [1], χρησιµοποιεί µια εντελώς 
διαφορετική αλγοριθµική ιδέα από αυτές που είχαν παρουσιαστεί µέχρι τότε για την 
λύση του αντίστοιχου προβλήµατος. Δεν στηρίζεται πάνω στην εύρεση κάποιου small 
support πάνω στις στρατηγικές των παικτών, όπως µέχρι τώρα παρουσιάζονταν στις 
λύσεις διαφόρων άλλων αλγορίθµων που έψαχναν για κατά προσέγγιση Ισορροπία 
Nash. 
Αυτές οι προσεγγίσεις ενώ παρουσίαζαν καλή συµπεριφορά, ήταν αρκετά δύσκολο να 
υλοποιηθούν πρακτικά. Σε αντίθεση η νέα αυτή προσέγγιση του αλγορίθµου, όπως θα 
δούµε και παρακάτω, το κάνει άµεσα εφαρµόσιµο, πρακτικό και εύκολα υλοποιήσιµο 
σε σχέση µε τις άλλες τεχνικές. 
Και έτσι είναι πλέον πρακτικά δυνατόν η παρατήρηση της συµπεριφορά του 
αλγορίθµου και η εξαγωγή σηµαντικών συµπερασµάτων από αυτήν. 
 
Αυτό ακριβώς υλοποιήθηκε σε αυτήν την διπλωµατική εργασία. 
 
Σηµείωση: Την ίδια χρονιά δηµοσίευσης της εργασίας [1], δηµοσιεύτηκε και η εργασία 
[26] που χρησιµοποιεί επίσης τεχνικές Γραµµικού Προγραµµατισµού για την εύρεση 
προσεγγιστικής Ισορροπίας Nash, αλλά µε ένα διαφορετικό τρόπο. 
Το επιχείρηµά τους ότι ο αλγόριθµος που χρησιµοποιούµε στην παρούσα εργασία 
χρειάζεται την λύση πολυωνυµικού αριθµού γραµµικών προγραµµάτων, όπως θα δούµε 
δεν ισχύουν στην πράξη. Μιας και όπως θα δούµε στα πειράµατα, τα βήµατα είναι 
σταθερού αριθµού ακόµα κι αν µεγαλώνει πολύ το πρόβληµα και επίσης είναι πολύ λίγα 
σε σχέση µε το µέγεθος του προβλήµατος. 
 

5.8.2 Ο Αλγόριθµος Γενικά 
Ο αλγόριθµος στηρίζεται πάνω στην δηµιουργία ενός ισοδύναµου προβλήµατος 
βελτιστοποίησης (optimization) και στην επίλυση διάφορων γραµµικών 
προβληµάτων (LPs), µε στόχο το να βρούµε κάποια κατά προσέγγιση ισορροπία 
Nash. 
 
Η ιδέα όλη στηρίζεται πάνω στην δηµιουργία µιας συνάρτησης [f(x,y)] που µετράει 
την µέγιστη απόκλιση των κερδών (payoffs) των δύο παικτών από το µέγιστο κέρδος 
(best payoffs) που θα µπορούσε να έχει κάθε παίκτης γνωρίζοντας την στρατηγική 
των άλλων παικτών. 
 
Αυτής της συνάρτησης ψάχνουµε να βρούµε κάποιο stationary point της (πάνω στις 
κατανοµές πιθανοτήτων των στρατηγικών των δύο παικτών x και y), στο οποίο αυτή 
ελαχιστοποιείται, ακολουθώντας πάντα µια εφικτή φθίνουσα (descent) κατεύθυνση 
της τιµής της συνάρτησης πάνω στις στρατηγικές των δύο παικτών. 
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Όταν µια τέτοια κατεύθυνση δεν υπάρχει [έχουµε φτάσει σε σηµείο όπου η 
συνάρτηση f δεν µπορεί να πάρει χαµηλότερη τιµή], τότε έχουµε περιέλθει σε ένα 
σηµείο (stationary point) όπου υπάρχει κατά προσέγγιση Ισορροπία Nash 
(approximate Nash Equilibrium). 
 
Αυτό γίνεται µέσω µιας σαφής και άµεσα υλοποιήσιµης διαδικασίας που στο paper 
[1], ονοµάζεται Descent Procedure. Μέσω αυτής ψάχνουµε εφικτές λύσεις που 
επιτυγχάνονται µε την λύση κάποιων Γραµµικών Προβληµάτων (LPs) όπως θα δούµε 
στη συνέχεια. 
 
Όπως µπορούµε να δούµε η όλη διαδικασία είναι εύκολα υλοποιήσιµη. 
Για αυτόν τον λόγω χρησιµοποιώντας κώδικα σε ANSI C και έναν LP solver 
(CPLEX) για την λύση των γραµµικών προβληµάτων, επιτύχαµε εν τέλει την 
υλοποίηση του αλγορίθµου που περιγράφεται στο paper [1]. 
 
Αυτό έγινε βέβαια µε κάποιες αλλαγές στον αλγόριθµο. Για αυτόν τον λόγο θα 
παρουσιάσουµε παρακάτω όλον τον αλγόριθµο υλοποίησης της Descent Procedure, 
όπως αυτή υλοποιήθηκε. 
 

5.8.3 Σηµειογραφία 
Ο αλγόριθµος που περιγράφεται στο paper υλοποιήθηκε για δύο παίκτες, τον παίκτη 
γραµµής και στήλης. 
 
Κάθε παίκτης έχει ένα σύνολο από στρατηγικές. Ο παίκτης γραµµής έχει σε σύνολο 
m (row_size) στρατηγικές και ο παίκτης στήλης έχει n (col_size) στρατηγικές. 
Έτσι καθορίζονται και οι πίνακες κέρδους (payoffs matrices) του κάθε παίκτη, 
µεγέθους m x n ο καθένας. 
 
Ο πίνακας κέρδους (payoff matrix) του παίκτη γραµµής είναι ο R και του παίκτη 
στήλης είναι ο C. 
 
Επίσης κάθε παίκτης καλείται να παίξει τις στρατηγικές του όπως αυτές καθορίζονται 
από τα διανύσµατα πιθανοτικής κατανοµής x (για τις στρατηγικές του παίκτη 
γραµµής) και y (για τις στρατηγικές του παίκτη στήλης). 
 
Έτσι το πρόβληµα της εύρεσης ε – κατά προσέγγιση Ισορροπίας Nash σε ένα παίγνιο 
(R, C) για κάποιο ε ≥ 0 εναπόκειται στο να βρεθούν οι πιθανοτικές κατανοµές x και y 
πάνω στις στρατηγικές του κάθε παίκτη αντίστοιχα, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι 
εξής ανισότητες: 
 

, για κάθε πιθανοτική κατανοµή x 
και 

, για κάθε πιθανοτική κατανοµή y 
Με άλλα λόγια κανείς παίκτης να µην µπορεί να αυξήσει το κέρδος του περισσότερο 
από ε, µε µονόπλευρη αλλαγή στρατηγικής. 
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5.8.4 Συνάρτηση f(x,y) 
Οι παραπάνω εξισώσεις υπολογισµού της ε – κατά προσέγγιση Ισορροπίας Nash, 
µπορούν να διαµορφωθούν ως εξής: 
 

 
γιατί το συµφέρον του παίκτη γραµµής είναι να παίξει την κατανοµή στρατηγικών, 
εκείνη που του επιφέρει το µέγιστο κέρδος σε σχέση µε την κατανοµή στρατηγικών 
που έπαιξε ο παίκτης στήλης. Άρα ο παίκτης γραµµής καλείται ουσιαστικά να βρει 
την κατανοµή πιθανοτήτων πάνω στις στρατηγικές του, που µεγιστοποιούν το . 
Αυτή η κατανοµή προφανώς δίνει την µέγιστη τιµή του πίνακα , δηλαδή το 

. 
 
και 
 

 
οµοίως για τον παίκτη στήλης. 
 
Η συνάρτηση f(x,y) µετράει την απόκλιση των κερδών και των δύο παικτών από το 
max που µπορούν να φτάσουν.  
Άρα για να βρω µια ε – κατά προσέγγιση Ισορροπίας Nash αρκεί να βρω τέτοια f(x,y) 
που να ισχύει: 

f(x,y) ≤ ε 
 
Λόγω του ότι µπορεί ο κάθε παίκτης να έχει µικρότερη απόκλιση ε από το max σε 
σχέση µε τον άλλο παίκτη, µετράµε πάντα ως ε την µέγιστη απόκλιση. 
 
Τελικά η f(x,y) παίρνει την εξής µορφή: 

 

 
Παρατήρηση: Η συνάρτηση f(x,y) δεν είναι ποτέ convex για τα x και y ταυτόχρονα. 
 

5.8.5 Αναλυτική µεθοδολογία - Descent Procedure 
 
5.8.5.1 Προεπεξεργασία 
• Αρχικά καθορίζουµε τις τιµές των m (row_size) και n (col_size). Δηλαδή το 
πλήθος των στρατηγικών του παίκτη γραµµής και του παίκτη στήλης. 
 

• Αφού γίνει αυτό, όπως είπαµε και στην περιγραφή των αρχείων εισόδου και 
εξόδου παραπάνω, ανοίγουµε όσα αρχεία θέλουµε να γράψουµε πληροφορίες 
σχετικά µε µεγέθη που εµφανίζονται στο πρόγραµµα. Αυτά τα αρχεία τα 
γεµίζουµε κατά την διάρκεια του εκτέλεσης του προγράµµατος. 
[Δεν θα ασχοληθούµε µε τον τρόπο που τα γεµίζουµε γιατί είναι προφανές πως και 
πότε γίνεται αυτό από την περιγραφή των αρχείων παραπάνω] 
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• Στη συνέχεια δεσµεύουµε χώρο για όσους δυναµικούς πίνακες θα χρειαστούµε 
στο πρόγραµµά µας. 
 

• Γίνεται ο καθορισµός των πινάκων κέρδους των δύο παικτών R και C. 
Οι τιµές των στοιχείων αυτών των πινάκων µπορούν να είναι οποιοσδήποτε 
δεκαδικός αριθµός double ακρίβειας. 
 
Σηµείωση: Η δηµιουργία αυτών των πινάκων θα αναλυθεί σε επόµενο κεφάλαιο, 
διότι αυτοί οι πίνακες καθορίζουν το είδος και την δυσκολία του εκάστοτε παιγνίου. 
 

• Γίνεται κανονικοποίηση των τιµών των στοιχείων των δύο πινάκων σε τιµές 
µεταξύ 0 και 1. 
 

• Καθορίζουµε τα αρχικά σηµεία x και y. 
Μπορούµε να ξεκινήσουµε από οποιαδήποτε πιθανοτική κατανοµή x και y. 
Επιλέγουµε να ξεκινήσουµε είτε από οµοιόµορφη κατανοµή πάνω στα x και y 
[δηλαδή όλες οι τιµές του x ίσες µε 1/m και όλες οι τιµές του y ίσες µε 1/n], είτε 
από κάποια αγνή στρατηγική του κάθε παίκτη [δηλαδή όλες οι τιµές του x (ή y 
αντίστοιχα) ίσες µε 0, εκτός από µία που παίρνει την τιµή 1] 

 
5.8.5.2 Descent Procedure 
 

Βήµα πρώτο [Step 1] 
 
Αρχικά απελευθερώνουµε τα env και lp όπως είδαµε παραπάνω στην εξήγηση του 
πως δουλεύει η CPLEX. 
Δηµιουργούµε νέα env και lp για την δηµιουργία ενός νέου Γραµµικού Προβλήµατος 
(LP). 
 
Κανονικοποιούµε  τα διανύσµατα πιθανοτήτων x και y. 
[Βλέπε στην συνάρτηση norm_prob_vector παραπάνω, όπου περιγράφονται οι λόγοι 
για τους οποίους το κάνουµε αυτό]. 
 
Υπολογίζουµε την τιµή των fR(x,y) και fC(x,y), καθώς και της f(x,y) στο αρχικό 
σηµείο (x, y) πριν εκτελεστεί το βήµα 1 του αλγορίθµου. 
[Ας ονοµάσουµε τις τιµές που παίρνουν αυτές οι συναρτήσεις f_C_val, f_R_val και 
f_val αντίστοιχα.] 
 
Συγκρίνουµε τις τιµές που έχουν πάρει οι συναρτήσεις fR(x,y) και fC(x,y). 
 
Αν fR(x,y) ≥ fC(x,y) τότε καλείται η συνάρτηση populatebyrow ώστε να 
δηµιουργήσουµε το LP που αντιστοιχεί στην συγκεκριµένη περίπτωση. 
 
populatebyrow – Start 
 

1. Καθορίζουµε τους δυναµικούς πίνακες που θα χρειαστούµε. 
 

2. Καθορίζουµε το είδος του LP που θα λύσουµε. 
Στην περίπτωσή µας είναι πρόβληµα µεγιστοποίησης. 
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3. Καθορίζουµε την αντικειµενική συνάρτηση: 
Όπως βλέπουµε από τον αλγόριθµο καλούµαστε να ελαχιστοποιήσουµε την 
εξής συνάρτηση: 

 
µε το σταθερό και µόνη µεταβλητή το x. 
 
Αντί αυτού αρκεί να µεγιστοποιήσουµε το . 
Αυτό ( ) αποτελεί και την αντικειµενική συνάρτηση του LP που 
καλούµαστε να λύσουµε. 
 

4. Καθορίζουµε τους περιορισµούς του LP (m σε πλήθος): 
 

Αυτές αποτελούν m σε αριθµό περιορισµούς: 
 
 

… 
 

 
Υπάρχει ακόµα ένας περιορισµός: 

 
 
populatebyrow – End 
 
 
Αν fR(x,y) ≤ fC(x,y) τότε καλείται η συνάρτηση populatebyrow_2 ώστε να 
δηµιουργήσουµε το LP που αντιστοιχεί στην συγκεκριµένη περίπτωση. 
 
populatebyrow_2 – Start 
 
1. Καθορίζουµε τους δυναµικούς πίνακες που θα χρειαστούµε. 

 
2. Καθορίζουµε το είδος του LP που θα λύσουµε. 
Στην περίπτωσή µας είναι πρόβληµα µεγιστοποίησης. 
 

3. Καθορίζουµε την αντικειµενική συνάρτηση: 
Όπως βλέπουµε από τον αλγόριθµο καλούµαστε να ελαχιστοποιήσουµε την εξής 
συνάρτηση: 

 
µε το σταθερό και µόνη µεταβλητή το y. 
 
Αντί αυτού αρκεί να µεγιστοποιήσουµε το . 
Αυτό ( ) αποτελεί και την αντικειµενική συνάρτηση του LP που 
καλούµαστε να λύσουµε. 
 

4. Καθορίζουµε τους περιορισµούς του LP (n σε πλήθος): 
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Αυτές αποτελούν n σε αριθµό περιορισµούς: 

 
 

… 
 

 
Υπάρχει ακόµα ένας περιορισµός: 

 
 
populatebyrow_2 – End 
 
 
Αν fR(x,y) = fC(x,y) τότε τα x και y δεν χρειάζονται καµία τροποποίηση και 
πηγαίνουµε κατ` ευθείαν στο βήµα 2 [Step 2]. 
Τα x και y µένουν ανεπηρέαστα. 
 
Στη συνέχεια είµαστε έτοιµοι να λύσουµε το LP που έχουµε δηµιουργήσει. 
[ο τρόπος που λύνεται µέσω της CPLEX αναφέρεται στο προηγούµενο κεφάλαιο] 
 
Η λύση θα µας δώσει τιµές στο διάνυσµα x, αν fR(x,y) ≥ fC(x,y) (και κρατάµε 
σταθερό το διάνυσµα y) 
ή στο διάνυσµα y, αν fR(x,y) ≤ fC(x,y) (και κρατάµε σταθερό το διάνυσµα x). 
 
Μετά την λύση του LP έχουµε τα νέα διανύσµατα πιθανοτικών κατανοµών x και y 
[ας τα πούµε x_1 και y_1]. 
 
Αν υπολογίσουµε τις νέες τιµές των συναρτήσεων fR(x_1,y_1) και fC(x_1,y_1) µε τα 
νέα διανύσµατα x και y, θα διαπιστώσουµε ότι πλέον οι τιµές τους είναι ίσες. 
Ή αν θέλουµε να το δούµε προσεγγιστικά όπως κάνουµε στο πρόγραµµα, βάσει της 
παραµέτρου δ, | fR(x_1,y_1) - fC(x_1,y_1)| ≤ δ 
 
Έτσι µετά το βήµα 1 υπολογίζουµε την νέα τιµή της συνάρτησης f(x_1,y_1) 
[ας την ονοµάσουµε f_val] 
 
Κάνουµε τον έλεγχο να δούµε αν έχουµε φτάσει σε exact ισορροπία Nash. 
Δηλαδή αν η νέα τιµή που έχουµε υπολογίσει f(x_1,y_1) ≤ δ [αν δηλαδή η f που 
υπολογίσαµε είναι τυπικά κοντά στην τιµή που θεωρούµε 0] 

• Αν ναι τότε έχουµε exact ισορροπία Nash και θέτουµε ένα flag [ας πούµε το 
flag flag_ne] ώστε να γνωρίζουµε ότι έχουµε φτάσει σε exact N.E. και 
προχωράµε κανονικά στο βήµα 2. Ακόµα κι αν έχουµε βρει ισορροπία 
εκτελούµε τον αλγόριθµο µέχρι το βήµα 4 γιατί µπορεί η τιµή να µειωθεί 
περαιτέρω [µιας και η σύγκριση έγινε προσεγγιστικά βάσει της παραµέτρου δ] 
 

• Αν όχι τότε προχωράµε στο δεύτερο βήµα του αλγορίθµου. 
 
 

Βήµα Δεύτερο [Step 2] 
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Απελευθερώνουµε τα env και lp όπως είδαµε παραπάνω στην εξήγηση του πως 
δουλεύει η CPLEX. 
Δηµιουργούµε νέα env και lp για την δηµιουργία ενός νέου Γραµµικού Προβλήµατος 
(LP). 
 
Δηµιουργούµε τον πίνακα G(x_1, y_1) µεγέθους (m+n) x (m+n) µε τα νέα 
διανύσµατα x και y που υπολογίσαµε στο βήµα 1. 

 

 
 
Προχωράµε στην συνάρτηση populatebyrow_3 για να δηµιουργήσουµε το νέο LP που 
έχουµε να λύσουµε στο βήµα 2. 
 
populatebyrow_3 – Start 
Στο δεύτερο βήµα έχουµε να λύσουµε ένα minimax πρόβληµα. 
Το πρόβληµα αυτό µε έναν τρόπο που θα δούµε αµέσως το µετατρέπουµε σε ένα 
πρόβληµα ελαχιστοποίησης (minimization) 
 
1. Αρχικά υπολογίζουµε τα σύνολα και 

 
Τα σύνολα αυτά θα µας χρησιµέψουν στο να επιλέξουµε τους περιορισµούς όπως 
θα δούµε παρακάτω. 
 

2. Καθορίζουµε την αντικειµενική συνάρτηση: 
Ως αντικειµενική συνάρτηση θα θέσουµε µια νέα µεταβλητή u. 
Λόγω όµως των περιορισµών που θα βάλουµε στην συνέχεια την διαµορφώνουµε 
ως εξής: 

 
µε x` και y` νέες µεταβλητές. 
Και  και  για κάθε i 

 
3. Καθορίζουµε τους περιορισµούς: 
Οι περιορισµοί καθορίζονται από τον παρακάτω πίνακα: 

 

δηλαδή αν το αναλύσουµε περαιτέρω: 
 

 
… 

 
 
όµως δεν παίρνουµε όλες τις γραµµές ως περιορισµούς. 
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Από τις πρώτες m γραµµές επιλέγουµε ως περιορισµούς αυτές που 
σηµατοδοτούνται από το  
Από τις υπόλοιπες n γραµµές επιλέγουµε ως περιορισµούς αυτές που 
σηµατοδοτούνται από το . 

 
populatebyrow_3 – End 
 
 
Αφού έχουµε καθορίσει το LP πλέον µπορούµε να το λύσουµε καλώντας την CPLEX 
όπως αναλύθηκε σε προηγούµενο κεφάλαιο. 
 
Έτσι έχουµε τα παρακάτω αποτελέσµατα: 
• Η τιµή της αντικειµενική συνάρτησης u είναι η τιµή της V(x,y) [V(x,y) = u] 
• Τα υπολογισµένα διανύσµατα x` και y` (primal λύση) είναι τα νέα διανύσµατα x 
και y. 

 
Εκτός των primal λύσεων έχουµε και τις dual λύσεις. Κάθε µία αντιστοιχεί σε ένα 
από τους περιορισµούς που θέσαµε [και το πλήθος τους είναι όσο και το πλήθος των 
περιορισµών]. 
Αν #SR είναι το πλήθος των στοιχείων του συνόλου , #SC είναι το πλήθος των 
στοιχείων του συνόλου  και dual_m ο πίνακας που περιέχει κατά σειρά τις dual 
λύσεις του LP τότε: 
Τα πρώτα #SR στοιχεία του πίνακα dual_m διαιρεµένα µε το άθροισµα των πρώτων 
#SR στοιχείων αποτελούν τα στοιχεία του διανύσµατος w, στις θέσεις όµως που το 
σύνολο SR δεικτοδοτεί κατά σειρά. Στις υπόλοιπες θέσεις βάζουµε τιµή ίση µε 0. 
Έτσι που το διάνυσµα w να έχει τελικά µέγεθος ίσο µε m. 
 
Οµοίως τα υπόλοιπα #SC στοιχεία του πίνακα dual_m διαιρεµένα µε το άθροισµα των 
υπόλοιπων #SC στοιχείων αποτελούν τα στοιχεία του διανύσµατος z, στις θέσεις όµως 
που το σύνολο SC δεικτοδοτεί κατά σειρά. Στις υπόλοιπες θέσεις βάζουµε τιµή ίση µε 
0. 
Έτσι που το διάνυσµα z να έχει τελικά µέγεθος ίσο µε n. 
 
Τα w και z είναι οι dual λύσεις του προβλήµατος που λύσαµε στο βήµα 2 του 
αλγορίθµου. 
 
Έτσι προχωρούµε στον υπολογισµό του λ και του µ 
 

Υπολογισµός λ [Step 2b] 
 
Ο υπολογισµός του λ αποτελεί ένα ακόµη LP, πιο απλό, του οποίου την λύση 
αναζητούµε. 
 
Απελευθερώνουµε τα env και lp όπως είδαµε παραπάνω στην εξήγηση του πως 
δουλεύει η CPLEX. 
Δηµιουργούµε νέα env και lp για την δηµιουργία ενός νέου Γραµµικού Προβλήµατος 
(LP). 
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Καλούµε την συνάρτηση populatebyrow_4 µε ορίσµατα το x_1 όπως αυτό 
καθορίστηκε µετά το βήµα 1 και το w όπως αυτό καθορίστηκε µετά το βήµα 2 (dual 
µεταβλητή) 
 
populatebyrow_4 - Start 
1. Καθορίζουµε το είδος του LP που θα λύσουµε. 
Στην περίπτωσή µας είναι πρόβληµα ελαχιστοποίησης (minimization). 
 

2. Καθορίζουµε την αντικειµενική συνάρτηση το σύνολο: 
 

µε άγνωστη µεταβλητή την y’. 
Έτσι ορίζονται ουσιαστικά n στο σύνολο αντικειµενικές συναρτήσεις για το LP. 
Εµείς δεν θα χρησιµοποιήσουµε όλες τις γραµµές (n στο σύνολό τους) ως 
αντικειµενικές συναρτήσεις αλλά µόνο αυτές που δεικτοδοτούνται από το σύνολο 

 
 
3. Καθορίζουµε τους περιορισµούς: 
Ο µόνος περιορισµός που θέτουµε είναι ο: 

 
λόγω του ότι το διάνυσµα y’ πρέπει να είναι διάνυσµα πιθανοτήτων. 

 
populatebyrow_4 - End 
 
Αφού έχουµε καθορίσει το LP πλέον µπορούµε να το λύσουµε καλώντας την CPLEX 
όπως αναλύθηκε σε προηγούµενο κεφάλαιο. 
 
Η τιµή του λ είναι η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης όπως αυτή επιστρέφεται 
από την λύση του LP. 
 
 

Υπολογισµός µ [Step 2c] 
 
Ο υπολογισµός του µ αποτελεί ένα ακόµη LP, πιο απλό, του οποίου την λύση 
αναζητούµε. 
 
Απελευθερώνουµε τα env και lp όπως είδαµε παραπάνω στην εξήγηση του πως 
δουλεύει η CPLEX. 
Δηµιουργούµε νέα env και lp για την δηµιουργία ενός νέου Γραµµικού Προβλήµατος 
(LP). 
 
Καλούµε την συνάρτηση populatebyrow_5 µε ορίσµατα το y_1 όπως αυτό 
καθορίστηκε µετά το βήµα 1 και το z όπως αυτό καθορίστηκε µετά το βήµα 2 (dual 
µεταβλητή) 
 
populatebyrow_5 - Start 
1. Καθορίζουµε το είδος του LP που θα λύσουµε. 
Στην περίπτωσή µας είναι πρόβληµα ελαχιστοποίησης (minimization). 
 

2. Καθορίζουµε την αντικειµενική συνάρτηση το σύνολο: 
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µε άγνωστη µεταβλητή την x’. 
Έτσι ορίζονται ουσιαστικά m στο σύνολο αντικειµενικές συναρτήσεις για το LP. 
Εµείς δεν θα χρησιµοποιήσουµε όλες τις γραµµές (m στο σύνολό τους) ως 
αντικειµενικές συναρτήσεις αλλά µόνο αυτές που δεικτοδοτούνται από το σύνολο 

 
 
3. Καθορίζουµε τους περιορισµούς: 
Ο µόνος περιορισµός που θέτουµε είναι ο: 

 
λόγω του ότι το διάνυσµα x’ πρέπει να είναι διάνυσµα πιθανοτήτων. 

 
populatebyrow_5 - End 
 
Αφού έχουµε καθορίσει το LP πλέον µπορούµε να το λύσουµε καλώντας την CPLEX 
όπως αναλύθηκε σε προηγούµενο κεφάλαιο. 
 
Η τιµή του µ είναι η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης όπως αυτή επιστρέφεται 
από την λύση του LP. 
 
 
Μετά τον υπολογισµό των λ και µ µπορούµε να προχωρήσουµε στο βήµα 4 της 
Descent Procedure. 
ΠΡΟΣΟΧΗ: εκτελούµε το βήµα 4 πριν το βήµα 3 (κριτήρια τερµατισµού) έτσι ώστε 
ακόµα κι αν είναι να τερµατίσει το πρόγραµµα να εκτελέσει για τελευταία φορά τον 
υπολογισµό στο βήµα 4 ο οποίος µπορεί να ρίξει περαιτέρω την τιµή της συνάρτησης 
f(x,y) 
 

Βήµα 4 [Step 4] 
 

Στο βήµα αυτό προσπαθούµε να βρούµε ένα νέο σηµείο (x,y) της συνάρτησης f(x,y) 
το οποίο να µειώνει την τιµή της συνάρτησης. 
 
Αρχικά κανονικοποιούµε τα διανύσµατα πιθανοτήτων x, y 
 
Προχωρούµε στον υπολογισµό των του ε. 
Ουσιαστικά στον υπολογισµό των ε* (όπως περιγράφεται στο Appendix A3 του paper 
[1]) και ε** (µια καλύτερη προσέγγιση του ε*) 
 
Καλούµε την συνάρτηση epsilon_star η οποία υπολογίζει το ε*. 
 
Epsilon_star – Start 
 
1. Καθορίζουµε τους δυναµικούς πίνακες που θα χρειαστούµε. 

 
2. Υπολογίζουµε τα σύνολα και  

(µέσω της συνάρτησης suppmax_u) 
καθώς και τα συµπληρωµατικά αυτών:  και  (µέσω της συνάρτησης 
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suppmax_u_bar) 
 

3. Υπολογίζουµε τα: 
 

καθώς επίσης και το 
, 

για το δεύτερο, ελέγχοντας µόνο τις θέσεις που δεικτοδοτούνται από το σύνολο 
 

 
4. Υπολογίζουµε το ε1* ως εξής: 

 για κάθε  

 
 
5. Υπολογίζουµε το ε2* ως εξής: 

 για κάθε  

 
Στην συνέχεια συγκρίνουµε τα ε1*, ε2* και 1 και επιστρέφουµε ως τιµή του ε* την 
µικρότερη από τις τρεις. 
 
Epsilon_star – End 
 
Στη συνέχεια προσπαθούµε να βελτιώσουµε την τιµή της ε* δηµιουργώντας την ε** 
όπως περιγράφεται στην συνάρτηση epsilon_double_star. 
 
epsilon_double_star – Start 
 
1. Καθορίζουµε τους δυναµικούς πίνακες που θα χρειαστούµε. 

 
2. Υποθέτοντας ότι µετά το βήµα 1 του αλγορίθµου οι τιµές των x και y είναι οι x, y 
και µετά το βήµα 2 οι νέες τιµές είναι οι x` και y` υπολογίζουµε τα παρακάτω: 

 
 

και 
Η = min( , ) 

Αναλύουµε τις εκφράσεις περαιτέρω ώστε να αποφύγουµε κάποιες άσκοπες 
αφαιρέσεις που θα µπορούσαν αν επιφέρουν σφάλµατα. 

 
• Αν H≥0 τότε ε** = ε* 
• Αν όχι τότε  

 

 
Η συνάρτηση τελικά επιστρέφει το ε** 
 
epsilon_double_star – End 
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Η τιµή του ε (του βήµατος που κάνουµε ώστε να προσεγγίσουµε καλύτερη τιµή της 
συνάρτησης f(x,y)) καθορίζεται ίση µε την τιµή ε** 
[ε=ε**] 
 
Στη συνέχεια υπολογίζουµε  τη νέα τιµή της f. 
Το νέο σηµείο στο οποίο θα προχωρήσει η συνάρτηση είναι το: 

 
 

 
Έτσι η νέα f(x3, y3) υπολογίζεται καλώντας την συνάρτηση f που υπολογίζει το εξής: 

 
 
Γίνεται κανονικοποίηση των διανυσµάτων πιθανοτήτων x3, y3  
 
Γίνεται υπολογισµός της νέας τιµής της f βάσει µιας διαφορετικής φόρµουλας έτσι 
ώστε να γίνει έλεγχος της τιµής της f που υπολογίσαµε παραπάνω. Η φόρµουλα είναι 
η εξής: 

 
 
Μετά από το βήµα 4 µπορούµε να πάµε στα κριτήρια τερµατισµού όπως αυτά 
περιγράφονται στο βήµα 3, για να δούµε αν έχουµε φτάσει σε κάποιο stationary point 
(x,y) 
 

Βήµα 3 [Step 3] 
Στο βήµα αυτό δεν χρησιµοποιούνται όλα τα κριτήρια τερµατισµού που αναφέρονται 
στο paper. 
 
Ως πρώτο κριτήριο τερµατισµού θέτουµε το εξής: 

V(x,y)-f(x,y)≥0 
 
Αλλά όπως είπαµε για λόγους προσεγγιστικούς χρησιµοποιούµαι και εδώ την 
παράµετρο δ και το κριτήριο διαµορφώνεται ως εξής: 

V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
 
Αν ισχύει η παραπάνω ανισότητα τότε το πρόγραµµα έχει βρει ένα stationary point. 
 
Σηµείωση: Αντί αυτού του κριτηρίου τερµατισµού µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 
ένα πιο χαλαρό κριτήριο που περιγράφεται από την παρακάτω ανισότητα: 

 

 
Ως δεύτερο κριτήριο χρησιµοποιούµαι τον έλεγχο αν µετά το βήµα 1 έχουµε βρει 
exact N.E. Αυτό το είχαµε ελέγξει στο βήµα 1 και αν συνέβη κάτι τέτοιο είχαµε θέσει 
ένα flag µε όνοµα flag_ne. 
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Αν δεν ισχύει κανένα από τα δύο κριτήρια θέτουµε ως αρχικά σηµεία (x,y) τα (x3, y3) 
που βρήκαµε µετά το βήµα 4 και αρχίζουµε την διαδικασία από την αρχή (από το 
βήµα 1) 
 
Αν ισχύει κάποιο από τα παραπάνω κριτήρια, σε κάθε µία από τις παραπάνω 
περιπτώσεις, το πρόγραµµα έχει φτάσει σε ένα σηµείο στο οποίο η συνάρτηση δεν 
µπορεί να κατέβει χαµηλότερα. Ουσιαστικά έχουµε βρει µια κατά προσέγγιση 
ισορροπία Nash, η οποία όµως δεν είναι στα σηµεία (x,y) που υπολογίστηκαν µετά το 
βήµα 1, αλλά τα σηµεία (x3, y3) που υπολογίστηκαν στο βήµα 4. Και η τιµή της κατά 
προσέγγιση ισορροπίας Nash είναι η f4 που υπολογίσαµε στο τέλος του βήµατος 4. 
Αυτά επιστρέφονται και ως έξοδο από το πρόγραµµα. 
 
Έχουµε φτάσει λοιπόν σε ένα σηµαντικό σηµείο. Αν έχει τερµατίσει ο αλγόριθµος 
τότε ελέγχουµε αν αυτό έγινε για πρώτη φορά. Θα ονοµάσουµε το πρόβληµα που 
λύσαµε primal πρόβληµα. 
Αν έγινε πρώτη φορά τερµατισµός τότε παίρνουµε τις µεταβλητές w και z που είχαµε 
βρει στην τελευταία επανάληψη του αλγορίθµου (του primal προβλήµατος) στο βήµα 
2 και ξαναρχίζουµε την descent procedure από την αρχή µόνο που τώρα ως αρχικά 
σηµεία x και y θέτουµε τα w και z αντίστοιχα [x0=w και y0=z] 
Αυτό θα το ονοµάσουµε dual πρόβληµα. 
 
Εκτελούµε την ίδια ακριβώς διαδικασία που περιγράψαµε µέχρι να τερµατίσει ξανά 
(για δεύτερη φορά). Το σηµείο που τερµάτισε αποτελεί κι αυτό ένα stationary point 
της συνάρτησης, η οποία παίρνει µια νέα τιµή εδώ. 
 
Συγκρίνουµε τις τιµές της f που έχουµε βρει κατά την λύση του primal προβλήµατος, 
µε αυτήν που έχουµε βρει κατά την λύση του dual προβλήµατος και κρατάµε την 
µικρότερη. 
 
Τέλος να πούµε ότι για να έχουµε exact N.E. πρέπει να ισχύει ότι η τιµή της f ≤ δ. 
 
Σηµείωση: Αφού τελειώσει το βήµα 3 κάνουµε έναν ακόµη έλεγχο για να δούµε αν η 
τιµή της συνάρτησης που υπολογίσαµε στο βήµα 4 είναι µεγαλύτερη της τιµής της 
συνάρτησης f που υπολογίσαµε µετά το βήµα 1. Αν κάτι τέτοιο συµβαίνει τότε έχουµε 
σίγουρα κάποιο σφάλµα στο αλγόριθµο που θα οφείλεται σε round off errors λόγω 
πράξεων µεταξύ αριθµών. 
Μέχρι στιγµής δεν εµφανίστηκε κάποιο τέτοιο σφάλµα στις εκτελέσεις του κώδικα που 
έχουµε τρέξει. 
 
Αφού τελειώσει η descent procedure απλώς αποδεσµεύουµε τον χώρο µνήµης που 
είχαµε δεσµεύσει για τους δυναµικούς πίνακες και τερµατίσουµε το πρόγραµµα. 
 
Το πρόγραµµα τερµατίζει και τα επιθυµητά αποτελέσµατα της εκτέλεσης 
αναφέρονται στα αρχεία .txt που αναφέραµε σε προηγούµενη ενότητα.
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5.9  Ο Αλγόριθµος σχηµατικά για τις µεταβλητές της CPLEX 
Παρακάτω παρουσιάζεται σχηµατικά ο αλγόριθµος της descent procedure 
περιγράψαµε παραπάνω και έχει να κάνει µε διαµορφώνονται οι µεταβλητές της 
cplex (για παράδειγµα οι env και lp), όσο και οι µεταβλητές που εκφράζουν την 
συνάρτηση f, τα διανύσµατα x και y, αλλά και µερικές που αποτελούν ενδιάµεσα 
αποτελέσµατα. 
 
while (1) 
{ 

STEP_1: 
Είσοδος:  Διανύσµατα πιθανοτήτων x, y 
Πράξη: Ελευθερώνουµε τις µεταβλητές της CPLEX:  

lp, env και status 
 
Δηµιουργούµε νέες µεταβλητές για το νέο LP 
πρόβληµα: 
env, lp, status 
 
Καλούµε  τη συνάρτηση populatebyrow (αν f_R 
> f_C) ή την populatebyrow_2 (αν f_R ≤ f_C) 
ώστε να δηµιουργήσουµε το νέο LP µε είσοδο 
τις πιθανοτικές κατανοµές x και y 
 

Έξοδος: Από την επίλυση του LP µέσω της CPLEX µας 
επιστρέφεται η x_cplex, που είναι διάνυσµα 
πιθανοτήτων. 
 
Αν είχαµε καλέσει την populatebyrow τότε 
καταχωρούµε στο νέο διάνυσµα πιθανοτήτων 
x_1 το διάνυσµα x_cplex και στο y_1 το 
διάνυσµα εισόδου y. 
 
Αν είχαµε καλέσει την populatebyrow_2 τότε 
καταχωρούµε στο νέο διάνυσµα πιθανοτήτων 
y_1 το διάνυσµα x_cplex και στο x_1 το 
διάνυσµα εισόδου x. 

STEP_2: 
Είσοδος:  Διανύσµατα πιθανοτήτων x_1, y_1 
Πράξη: Υπολογισµός της τιµής της f(x_1,y_1) 

 
Έλεγχος αν f_R≠f_C. 
Αν όχι τότε έχει γίνει κάποιο σφάλµα στο βήµα 
1 
 
Έλεγχος αν µετά το βήµα έχει δηµιουργηθεί 
exact Ν.Ε., δηλαδή f_val ≤ delta. 
Αν ναι τότε προχωράµε µέχρι το τέλος του while 
και σταµατάµε την διαδικασία 
 
Ελευθερώνουµε τις µεταβλητές της CPLEX:  
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lp, env και status 
 
Δηµιουργούµε νέες µεταβλητές για το νέο LP 
πρόβληµα: 
env, lp, status 
 
Δηµιουργούµε τον πίνακα G βάσει των 
διανυσµάτων πιθανότητας x_1 και y_1 
 
Καλούµε  τη συνάρτηση populatebyrow_3 ώστε 
να δηµιουργήσουµε το νέο LP µε είσοδο τις 
πιθανοτικές κατανοµές x_1 και y_1 
 

Έξοδος: Από την επίλυση του LP µέσω της CPLEX µας 
επιστρέφεται η x_cplex_2 και η y_cplex_2, που 
είναι διανύσµατα πιθανοτήτων. 
 
Επίσης η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης 
καταχωρείται στην V_x_y 
και ως νέο διάνυσµα πιθανοτήτων x_2 το 
διάνυσµα x_cplex και y_2 το διάνυσµα εισόδου 
y_cplex_2. 
 
Βάσει των dual µεταβλητών που επιστρέφονται 
από την λύση του LP δηµιουργούµε τα ρ, (1-ρ), 
w και z 

 
 

STEP_2b: 
Είσοδος:  Διανύσµατα πιθανοτήτων x_1, y_1 

 
Πράξη: Ελευθερώνουµε τις µεταβλητές της CPLEX:  

lp, env και status 
 
Δηµιουργούµε νέες µεταβλητές για το νέο LP 
πρόβληµα: 
env, lp, status 
 
Καλούµε  τη συνάρτηση populatebyrow_4 ώστε 
να δηµιουργήσουµε το νέο LP µε είσοδο τις 
πιθανοτικές κατανοµές x_1 και w 
 

Έξοδος: Από την επίλυση του LP µέσω της CPLEX µας 
επιστρέφεται η x_cplex_3 και η y_cplex_3, που 
είναι διανύσµατα πιθανοτήτων. 
 
Επίσης η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης 
καταχωρείται στην µεταβλητή lamda  

 
STEP_2c: 
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Είσοδος:  Διανύσµατα πιθανοτήτων x_1, y_1 
 

Πράξη: Ελευθερώνουµε τις µεταβλητές της CPLEX:  
lp, env και status 
 
Δηµιουργούµε νέες µεταβλητές για το νέο LP 
πρόβληµα: 
env, lp, status 
 
Καλούµε  τη συνάρτηση populatebyrow_5 ώστε 
να δηµιουργήσουµε το νέο LP µε είσοδο τις 
πιθανοτικές κατανοµές y_1 και z 
 

Έξοδος: Από την επίλυση του LP µέσω της CPLEX µας 
επιστρέφεται η x_cplex_4 και η y_cplex_4, που 
είναι διανύσµατα πιθανοτήτων. 
 
Επίσης η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης 
καταχωρείται στην µεταβλητή mi 

 
  

STEP_4: 
Είσοδος:  Διανύσµατα πιθανοτήτων x_1, y_1, x_2, y_2 

(normalized) 
 

Πράξη: Υπολογισµός ε*  βάσει των x_1, y_1, x_2, y_2 
 
Υπολογισµός της f(x_1, y_1) 
 
Υπολογισµός ε*  
 
Υπολογισµός των νέων πιθανοτικών κατανοµών 
x_3, y_3 (normalized) 
 
Υπολογισµός της f4(x_3, y_3) 

 
STEP_3: 

Είσοδος:  Διανύσµατα πιθανοτήτων x_1, y_1, x_2, y_2 
(normalized) 
 

Πράξη: if(V(x,y) – f ≥ -δ) 
{ 

if(flag_descent ≠ 1) 
{ 

f_val_3 = f_val_4 
x = w 
y = z 
flag_descent = 1 
 
Ελευθερώνουµε τις µεταβλητές της 
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CPLEX:  
lp, env και status 
 
Μηδενισµός του µετρητή βηµάτων 
 
goto STEP_1 

} 
 
if(flag_descent ≠ 1) 
{ 
Σύγκριση f_val_4 και f_val_3 και έξοδος 
του µικρότερου 

} 
} 

 
CHECK: 

Έλεγξε αν f_val_4 > f_val 
Αν ναι τότε υπάρχει σφάλµα. 
 
x = x_3 
y = y_3 

}
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Κεφάλαιο 6 

Εκτέλεση Προγράµµατος - Πειράµατα 
Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιαστεί αρχικά ο τρόπος εκτέλεσης του προγράµµατος 
που υλοποιεί τον αλγόριθµο που µελετήσαµε. 
Στη συνέχεια θα παρουσιαστούν κάποια πειράµατα πάνω σε διαφορετικούς τύπους 
παιγνίων, τα οποία χαρακτηρίζονται από τους πίνακες κέρδους R και C του παίκτη 
γραµµής και στήλης αντίστοιχα, αλλά και από τις αρχικές πιθανοτικές κατανοµές x 
και y. Μέσω τον πειραµάτων αυτών βγαίνουν σηµαντικά αποτελέσµατα όσο αφορά 
τον υπολογισµό ισορροπιών Nash και προσεγγιστικών ισορροπιών Nash.. 
 

6.1 Διαδικασία Εκτέλεσης Προγράµµατος 
Το πρόγραµµα υλοποιήθηκε και έτρεξε πάνω σε σύστηµα UNIX και πιο 
συγκεκριµένα έτρεξε πάνω στον server zenon της σχολής Μηχανικών Η/Υ και 
Πληροφορικής. 
Ο λόγος είναι ότι ο server αυτός περιέχει τόσο το πρόγραµµα CPLEX που 
χρησιµοποιούµε για την λύση των LPs (την βιβλιοθήκη που χρησιµοποιούµε στον 
κώδικα), όσο και τα licenses για να τρέξει η CPLEX. 
Ο κώδικας είναι στο µεγαλύτερο του µέρος γραµµένος σε ANSI C και το compile 
γίνεται µε gcc. 
Παρακάτω θα περιγράψουµε αναλυτικά πως µπορεί κάποιος να εκτελέσει το 
πρόγραµµα. 

6.1.1 Makefile 
Έχουµε δηµιουργήσει ένα makefile µέσω του οποίου γίνεται το compile πάνω στον 
server zenon. Αυτό γιατί χρειάζεται να γίνει include η επιπρόσθετη εξωτερική 
βιβλιοθήκη της CPLEX στον κώδικα. 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ: Δεν έχει γίνει δοκιµή εκτέλεσης και compile σε άλλον server. 
Ενδεχοµένως να υπάρχει πρόβληµα κατά την εκτέλεση του εκτελέσιµου σε διαφορετικό 
server, µιας και δεν έχει ελεγχθεί αν λειτουργεί σωστά ο license manager σε 
διαφορετικό σύστηµα ή σε διαφορετική αρχιτεκτονική υπολογιστών. 
 
Για να γίνει σωστά το compile στο server zenon, αρκεί να αλλάξουµε µόνο το url 
EXSRC και να βάλουµε την διεύθυνση που υπάρχει το αρχείο bsc_v3.c, που είναι το 
αρχείο που υλοποιεί τον αλγόριθµο µας. 
 
Αν θέλουµε να κάνουµε το compile σε διαφορετικό server, πρέπει να αλλάξουµε όλα 
τα links που αναφέρονται στο makefile, όπως αναφέρονται µέσα στο ίδιο το makefile 
αρχείο. 
 
Αφού γίνει αυτό, τότε για να τρέξει το πρόγραµµα αρκεί να εκτελέσουµε δύο εντολές: 

• make clean: Μέσω αυτής της εντολής σβήνονται τα αρχεία που ενδεχοµένως 
να προέκυψαν από προηγούµενες εκτελέσεις του κώδικα. 

• make all: Μέσω αυτής της εντολής γίνεται το compile του κώδικα (gcc) και η 
σύνδεση µε όλες τις εξωτερικές βιβλιοθήκες που έχουµε κάνει include στο 
πρόγραµµά µας. Στην περίπτωσή µας υπάρχει µόνο µία εξωτερική 
βιβλιοθήκη, αυτή της CPLEX 
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ΠΡΟΣΟΧΗ: Το αρχείο που κάνουµε compile και περιέχει τον κώδικα της υλοποίησης 
του αλγορίθµου έχει όνοµα bsc_v3.c Αν θελήσουµε άλλο όνοµα, τότε πρέπει να το 
αλλάξουµε και στο makefile και να το αντικαταστήσουµε σε όλα τα σηµεία που 
αναφέρεται ως bcs_v3 
 
 
Παρακάτω µπορούµε να δούµε τον κώδικα του makefile: 
 
SYSTEM     = x86-64_rhel4.0_3.4 
LIBFORMAT  = static_pic 
 
#------------------------------------------------------------ 
# 
# When you adapt this makefile to compile your CPLEX programs 
# please copy this makefile and set CPLEXDIR and CONCERTDIR to 
# the directories where CPLEX and CONCERT are installed. 
# 
#------------------------------------------------------------ 
 
CPLEXDIR      = /opt/cplex101 
CONCERTDIR    = /opt/concert23 
# --------------------------------------------------------------------- 
# Compiler selection  
# --------------------------------------------------------------------- 
 
CC  = gcc 
 
# --------------------------------------------------------------------- 
# Compiler options  
# --------------------------------------------------------------------- 
 
CCOPT = -O -fPIC -fexceptions -DNDEBUG -DIL_STD 
COPT  = -fPIC  
JOPT  = -classpath /opt/cplex101/lib/cplex.jar -O 
 
# --------------------------------------------------------------------- 
# Link options and libraries 
# --------------------------------------------------------------------- 
 
CPLEXBINDIR   = $(CPLEXDIR)/bin/$(BINDIST) 
CPLEXJARDIR   = $(CPLEXDIR)/lib/cplex.jar 
CPLEXLIBDIR   = $(CPLEXDIR)/lib/$(SYSTEM)/$(LIBFORMAT) 
CONCERTLIBDIR = $(CONCERTDIR)/lib/$(SYSTEM)/$(LIBFORMAT) 
 
CCLNFLAGS = -L$(CPLEXLIBDIR) -lilocplex -lcplex -L$(CONCERTLIBDIR) -
lconcert -lm -lpthread 
CLNFLAGS  = -L$(CPLEXLIBDIR) -lcplex -lm -lpthread 
 



 87 

all: 
 make all_c 
 
execute: all 
 make execute_c 
 
CONCERTINCDIR = $(CONCERTDIR)/include 
CPLEXINCDIR   = $(CPLEXDIR)/include 
 
EXDIR         = $(CPLEXDIR)/examples 
EXSRC         = /… 
EXINC         = $(EXDIR)/include 
EXDATA        = $(EXDIR)/data 
 
CFLAGS  = $(COPT)  -I$(CPLEXINCDIR) 
CCFLAGS = $(CCOPT) -I$(CPLEXINCDIR) -I$(CONCERTINCDIR)  
JCFLAGS = $(JOPT) 
 
 
#------------------------------------------------------------ 
#  make all      : to compile the examples.  
#  make execute  : to compile and execute the examples. 
#------------------------------------------------------------ 
 
 
C_EX = bcs_v3 
 
all_c: $(C_EX) 
 
execute_c: $(C_EX)  
  ./bcs_v3 
 
# ------------------------------------------------------------ 
 
clean : 
 /bin/rm -rf *.o *~ *.class 
 /bin/rm -rf $(C_EX) $(CPP_EX) 
 /bin/rm -rf *.mps *.ord *.sos *.lp *.sav *.net *.msg *.log *.clp 
 
# ------------------------------------------------------------ 
# 
# The examples 
# ------------------------------------------------------------ 
 
bcs_v3: bcs_v3.o  
 $(CC) $(CFLAGS) bcs_v3.o -o bcs_v3 $(CLNFLAGS) 
bcs_v3.o: $(EXSRC)/bcs_v3.c 
 $(CC) -c $(CFLAGS) $(EXSRC)/bcs_v3.c -o bcs_v3.o 
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6.1.2 Κυρίως Πρόγραµµα [bcs_v3.c] 
Όπως είπαµε πιο πριν ο αλγόριθµός µας έχει υλοποιηθεί και περιλαµβάνεται στο 
αρχείο bcs_v3.c. 
Σε αυτό δεν απαιτείται κάποια αλλαγή για να τρέξει το πρόγραµµα. Παρ` όλα αυτά 
πρέπει να γνωρίζουµε τα εξής πριν εκτελέσουµε τον κώδικα: 

• Στον ίδιο φάκελο µε το αρχείο, πρέπει να υπάρχει ένα txt αρχείο µε όνοµα 
r_c_m.txt 
Όπως είπαµε παραπάνω αυτό το αρχείο είναι αυτό που περιέχει τους πίνακες 
κέρδους R και C, που χαρακτηρίζουν το πρόγραµµα. 
Για την µορφή του αρχείου αυτού κοιτάξτε τις οδηγίες που δόθηκαν στο 
προηγούµενο Κεφάλαιο, όπου περιγράψαµε τα αρχεία Εισόδου/Εξοδου. 

• Ο χρήστης µπορεί να επιλέξει τα starting points x και y. Αυτά µπορεί να 
είναι είτε uniform distributed, είτε να ξεκινάνε από κάποια τυχαία αγνή 
στρατηγική [από κάποια γωνία του πολυέδρου]. 
Η επιλογή αφήνεται µε ερώτηµα στον χρήστη κατά την εκτέλεση του 
προγράµµατος. 

• Ο χρήστης πρέπει επίσης να επιλέξει το µέγεθος του προβλήµατος. Δηλαδή 
τα µεγέθη m και n. Αυτά αποτελούν το πλήθος των στρατηγικών του παίκτη 
γραµµή και παίκτη στήλης αντίστοιχα. 
Ή διαφορετικά µπορούµε να πούµε ότι είναι το µέγεθος των πινάκων κέρδους 
R και C. 
Η επιλογή αφήνεται µε ερώτηµα στον χρήστη κατά την εκτέλεση του 
προγράµµατος. 

 
Μετά από την εισαγωγή των συγκεκριµένων αρχείων το πρόγραµµα εκτελείται και 
εµφανίζει τα αποτελέσµατα όπως περιγράψαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο.
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6.2 Πειράµατα 
Παρακάτω περιγράφεται ένα πλήθος πειραµάτων που κάναµε για τον έλεγχο του 
προγράµµατος. Σε κάθε πείραµα θα εξηγηθεί ο αλγόριθµος µέσω του οποίου 
υλοποιήθηκαν, θα δείξουµε τον κώδικα [στα πειράµατα χρησιµοποιήθηκε είτε 
κώδικας σε ANSI C, είτε κώδικας σε MatLab] και κάποιες γραφικές παραστάσεις, 
όπως είδαµε παραπάνω, που δείχνουν τα ποιοτικά χαρακτηριστικά των πειραµάτων. 
Τέλος αναφέρονται τα συµπεράσµατα των πειραµάτων ανάλογα µε τα παίγνια τα 
οποία χρησιµοποιήθηκαν. 
 

6.2.1 Γραφικές Παραστάσεις 
Για το σχεδιασµό των γραφικών παραστάσεων χρησιµοποιήθηκε η Matlab 7.0 R14. 
Χρησιµοποιήθηκαν δύο είδη κώδικα, ανάλογα µε το είδος των γραφικών 
παραστάσεων που θέλαµε. 
 
Ο πρώτος κώδικας (plots.m) που χρησιµοποιήθηκε είναι ο εξής: 
 
%The url of where we want to save the graph 
src = ''\…\name_of_graph''; 
%The url of where the info_graph_pr.txt file exists 
M = dlmread('src\info_graph_pr.txt','\t'); 
 
m_1 = M(:,1); 
m_1b = M(2:end,1); 
m_2 = M(:,2);       % f1 
m_3 = M(2:end,3);   % V 
m_4 = M(2:end,4);   % e 
m_5 = M(2:end,5);   % H 
m_6 = M(:,6);       % f4 
 
hold on 
 
subplot(2,2,1) 
plot(m_1, m_2, 'r*-', m_1, m_6, 'g+-', m_1b, m_3, 'kx-') 
xlabel('# of steps') 
%ylabel('f(x,y)') 
title('Graph for the values of f_1(x,y), f_4(x,y) and  V') 
legend('f1', 'f4', 'V', 1) 
 
subplot(2,2,2) 
plot(m_1b, m_5, '-o') 
xlabel('# of steps') 
ylabel('H') 
title('Graph for the values of H') 
legend('H', 1) 
 
subplot(2,2,3) 
plot(m_1b, m_4, '-o') 
xlabel('# of steps') 
ylabel('epsilon**') 
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title('Graph for the values of epsilon**') 
legend('epsilon doulbe star', 2) 
hold off 
 
saveas(gcf, src,'jpg'); 
 
Επεξήγηση 
Το πρόγραµµα αυτό διαβάζει τις πληροφορίες που έχουµε αποθηκεύσει για τον 
εκάστοτε αλγόριθµο στα αρχεία info_graph_pr.txt (για τον primal αλγόριθµο) και 
info_graph_du.txt (για τον dual αλγόριθµο). 
Τα αρχεία αυτά περιέχουν 6 στήλες το καθένα. 

• Η πρώτη στήλη παρουσιάζει τον αριθµό του βήµατος (της επανάληψης) που 
βρίσκεται ο αλγόριθµος. 
ΠΡΟΣΟΧΗ: Όπου εµφανίζεται το βήµα -1 σηµαίνει ότι αναφερόµαστε στο 
στάδιο που βρίσκεται το πρόγραµµα πριν εκτελέσει το πρώτο βήµα. 
Αναφερόµαστε δηλαδή στην αρχική κατάσταση. 

• Η δεύτερη στήλη περιέχει την τιµή της συνάρτηση f(x,y), αφού εκτελεστεί το 
πρώτο βήµα του αλγορίθµου. 
ΠΡΟΣΟΧΗ: Στο βήµα -1 εµφανίζεται η τιµή της f πριν εκτελεστεί το βήµα 1, 
αρχικά. 

• Η τρίτη στήλη περιέχει την τιµή της µεταβλητής V(x,y) 
• Η τέταρτη στήλη περιέχει την τιµή της µεταβλητής ε** 
• Η πέµπτη στήλη περιέχει την τιµή της µεταβλητής H 
• Η έκτη στήλη περιέχει την τιµή της συνάρτηση f(x,y), αφού εκτελεστεί το 
τέταρτο βήµα του αλγορίθµου. 
ΠΡΟΣΟΧΗ: Στο βήµα -1 εµφανίζεται η τιµή της f πριν εκτελεστεί το βήµα 1, 
αρχικά. 

 
Στη συνέχεια για κάθε παίγνιο που έχουµε για το οποίο έχουµε τρέξει το πρόγραµµα 
παράγει τρεις γραφικές παραστάσεις, που θα αναλύσουµε παρακάτω. 
 

-ο- 
 
Ο δεύτερος κώδικας (plots_2.m) που χρησιµοποιήθηκε είναι ο εξής: 
 
%The url of where we want to save the graph 
src = ''\…\name_of_graph''; 
 
%The url of where the info_graph_pr.txt file exists 
M = dlmread('src\info_graph_pr.txt','\t'); 
m1_1 = M(:,1); 
m1_1b = M(2:end,1); 
m1_6 = M(2:end,6);       % f4 
 
%The url of where the info_graph_pr.txt file exists 
M = dlmread('src\info_graph_pr.txt','\t'); 
m2_1 = M(:,1); 
m2_1b = M(2:end,1); 
m2_6 = M(2:end,6);       % f4 
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%The url of where the info_graph_pr.txt file exists 
M = dlmread('src\info_graph_pr.txt','\t'); 
m3_1 = M(:,1); 
m3_1b = M(2:end,1); 
m3_6 = M(2:end,6);       % f4 
 
%The url of where the info_graph_pr.txt file exists 
M = dlmread('src\info_graph_pr.txt','\t'); 
m4_1 = M(:,1); 
m4_1b = M(2:end,1); 
m4_6 = M(2:end,6);       % f4 
 
%The url of where the info_graph_pr.txt file exists 
M = dlmread('src\info_graph_pr.txt','\t'); 
m5_1 = M(:,1); 
m5_1b = M(2:end,1); 
m5_6 = M(2:end,6);       % f4 
 
hold on 
 
loglog(m1_1b, m1_6, 'g+-', m2_1b, m2_6, 'kx-', m3_1b, m3_6, '-o', m4_1b, m4_6, '--
o', m5_1b, m5_6, 'r*-') 
xlabel('# of steps') 
ylabel('f(x,y)') 
title('Graph for the values of f(x,y)') 
legend('Uniform', 'Pure strategy 1', 'Pure strategy 2','Pure strategy 3','Pure strategy 4', 
1) 
 
saveas(gcf, src,'jpg'); 
 
Επεξήγηση 
Ο δεύτερος αυτός κώδικα είναι για να γίνουν γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης 
f(x,y) µετά το βήµα 4, από διαφορετικά starting points x και y (1 από οµοιόµορφη και 
4 από γωνίες του πολυέδρου) στην ίδια γραφική παράσταση. 
Και αυτό το πρόγραµµα αυτό διαβάζει τις πληροφορίες που έχουµε αποθηκεύσει για 
τον εκάστοτε αλγόριθµο στα αρχεία info_graph_pr.txt (για τον primal αλγόριθµο) 
και info_graph_du.txt (για τον dual αλγόριθµο). 
Απλώς χρησιµοποιεί µόνο την πρώτη και την τελευταία στήλη των αρχείων αυτών 
 

6.2.2 Επεξήγηση γραφικών 
Έγινε ένα πλήθος πειραµάτων πάνω σε διαφορετικά είδη παιγνίων και πάνω σε 
διαφορετικά µεγέθη στρατηγικών m και n, για κάθε παίγνιο. 
 
Γενικά 
Για κάθε παίγνιο θα παραθέτουµε τόσο τον αλγόριθµο µε τον οποίο δηµιουργήθηκαν, 
όσο και στοιχεία που το διαχωρίζουν από τα άλλα παίγνια, δηλαδή το µέγεθος του 
παιγνίου, τα starting points x και y και το stopping κριτήριο που χρησιµοποιήθηκε. 
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Στη συνέχεια θα παραθέτουµε κάποιες γραφικές που δηµιουργήθηκαν για το 
εκάστοτε πρόβληµα µέσω των προγραµµάτων που αναφέραµε παραπάνω. 
Για κάθε γραφική παράσταση και κάθε παίγνιο θα αναφέρεται η διεύθυνση του 
info.txt αρχείου που περιέχει περαιτέρω αποτελέσµατα για κάθε παίγνιο, όπως 
περιγράψαµε στην ανάλυση των αρχείων εισόδου/εξόδου παραπάνω. 
 
Στο τέλος θα παρουσιάζονται κάποια συµπεράσµατα που αφορούν είτε συνολικά τα 
παίγνια, είτε κάθε είδος παιγνίου ξεχωριστά 
 
Γραφικές Παραστάσεις µέσω του πρώτου κώδικα 
Για κάθε παίγνιο θα παρουσιάσουµε ένα set τριών γραφικών για την descent 
διαδικασία που αρχίζει είτε µε uniform κατανοµές των διανυσµάτων πιθανοτήτων x 
και y, είτε από κάποια αγνή στρατηγική για τους δύο παίκτες, µέχρι να σταµατήσει ο 
αλγόριθµος (θα τον ονοµάσουµε primal αλγόριθµο) και ένα set τριών γραφικών 
παραστάσεων για την descent διαδικασία που ξεκινάει µε αρχικά x και y τα 
διανύσµατα πιθανοτήτων w και z, που βρήκαµε από την λύση του dual προβλήµατος 
στην τελευταία επανάληψη του αλγορίθµου κατά την πρώτη descent διαδικασία (θα 
τον ονοµάσουµε dual αλγόριθµο). 
 
• Στο set των τριών γραφικών, η πάνω αριστερά γραφική παράσταση παρουσιάζει 
τις τιµές της συνάρτησης f µετά το πέρας του πρώτου βήµατος (f1), µετά το πέρας 
του βήµατος 4 (f4), καθώς και την τιµή της µεταβλητής V σε συνάρτηση των 
βηµάτων που έτρεξε ο αλγόριθµος. 
Η µεταβλητή V εκφράζει το µέτρο αντίστασης της ισορροπίας (threat point). 
 

• Η πάνω δεξιά γραφική παράσταση παρουσιάζει την τιµή της µεταβλητής H, που 
υπολογίστηκε κατά τον υπολογισµό της ε**, συναρτήσει των βηµάτων που έτρεξε 
ο αλγόριθµος. 
 

• Τέλος, η κάτω δεξιά γραφική παράσταση παρουσιάζει τις τιµές που παίρνει η 
µεταβλητή ε** συναρτήσει των βηµάτων που έτρεξε ο αλγόριθµος. 

 
Γραφικές Παραστάσεις µέσω του δεύτερου κώδικα 
Για µερικά παίγνια θα παρουσιάσουµε επίσης µία γραφική που παρουσιάζει µόνο την 
τιµή που παίρνει η συνάρτηση f(x,y), αλλά αρχίζοντας από διαφορετικά starting 
points x και y. 
Το πρώτο starting point θα είναι οµοιόµορφη κατανοµή πάνω στα σύνολα x και y. 
Τα επόµενα τέσσερα starting points θα είναι αγνές στρατηγικές. Δηλαδή όλα τα 
στοιχεία του x και y θα είναι 0 και µόνο ένα θα έχει την τιµή 1 στο x και y 
αντίστοιχα. Το σηµείο που επιλέγουµε να βάλουµε 1 στα x και y είναι σε αυτό που η 
συνάρτηση f(x,y) παίρνει αρχική τιµή ίση µε 1. Αυτά τα σηµεία είναι εκείνα στα 
οποία είτε ο πίνακας R, είτε ο πίνακας C έχει τιµή 0 (ή έστω µια τιµή κοντά στο 0). 
Στην γραφική παρουσιάζονται και οι 5 καµπύλες τα διαφόρων σηµείων αυτών. 
Σε λεζάντα παρουσιάζεται και η αρχική τιµή της f(x,y) για κάθε παράδειγµα. 
 
Σηµείωση: Η ακρίβεια µε την οποία κάνουµε όλους τους υπολογισµός ώστε να 
αποφύγουµε αριθµητικά σφάλµατα (κυρίως round off errors) είναι 10-3 (δ = 0.001) 
 



 93 

6.2.3 Δύσκολα Παίγνια 
Κατά την εκπόνηση των πειραµάτων θα προσπαθήσουµε να δηµιουργήσουµε 
δύσκολα παίγνια. Δηλαδή παίγνια τα οποία να µην δίνουν εύκολα ακριβείς 
ισορροπίες Nash (exact Nash Equilibria). 
Έτσι δηµιουργήσαµε παίγνια τα οποία να µην συγκλίνουν εύκολα σε: 
• Ισορροπίες µε αγνές στρατηγικές (pure strategy equilibria) 
Δηλαδή ισορροπίες στις οποίες ο παίχτης γραµµής να παίζει µόνο µία από τα 
σύνολο των στρατηγικών του (µία από τις m γραµµές) και ο παίχτης στήλης να 
παίζει µόνο µία από τα σύνολο των στρατηγικών του (µία από τις n στήλες) 

• 2x2 µεγέθους ισορροπίες 
Δηλαδή ισορροπίες που οι δύο παίκτες χρησιµοποιούν µονάχα δύο αγνές 
στρατηγικές ο καθένας, αντίστοιχα. 

• Ισορροπίες µε οµοιόµορφη κατανοµή πάνω στις στρατηγικές 
Δηλαδή στρατηγικές όπου ο κάθε παίκτης παίζει οµοιόµορφα όλες τις αγνέ 
στρατηγικές που έχει στην διάθεσή του. 

 
Επίσης προσπαθήσαµε να αποφύγουµε: 
• Πίνακες κέρδους (R και C) που να οδηγούν σε εύκολα constant sum παίγνια. 

Constant sum παίγνια λέµε αυτά που το άθροισµα του κέρδους όλων των παικτών 
είναι πάντα σταθερό. Αυτά τα παίγνια όταν κανονικοποιούνται µετατρέπονται σε 
zero sum παίγνια, που θεωρούνται εύκολα. 

 
Στα παίγνια που θα δηµιουργήσουµε: 

• Δοκιµάσαµε µεγάλο πλήθος παιγνίων. Από αυτά κρατήσαµε τα πιο 
χαρακτηριστικά 

• Δοκιµάστηκαν παίγνια µεγέθους από 10x10 µέχρι 100x100 
[Ερευνητικά δοκιµάστηκαν και σε µεγαλύτερα παίγνια όπως 200x200 ή 
500x500, αλλά η συµπεριφορά τους ήταν παρόµοια µε αυτήν των 100x100, 
οπότε δεν θα παρουσιάσουµε τέτοιου είδους πειράµατα] 

• Ως αρχικές πιθανοτικές κατανοµές x και y (starting points) θα 
χρησιµοποιήσουµε τέτοιες ώστε να αρχίζουµε είτε από οµοιόµορφη κατανοµή 
(uniform distribution), είτε τέτοιες ώστε να ξεκινάµε από κάποια γωνία του 
πολυέδρου, δηλαδή από κάποια αγνή στρατηγική του παίκτη γραµµής και 
στήλης αντίστοιχα. 
Για να επιλέξουµε κάποια αγνή στρατηγική κάποιου παίκτη, αρκεί να θέσουµε 
όλες τις θέσεις του διανύσµατος x για τον παίκτη γραµµής και του 
διανύσµατος y για τον παίκτη στήλης, ίσο µε 0, εκτός από µια θέση, στα 
διανύσµατα x και y αντίστοιχα, που θέτουµε ίση µε 1 και σηµατοδοτεί την 
αγνή στρατηγική που θα παίξει ο εκάστοτε παίκτης. 

• Το δ που σηµατοδοτεί την ακρίβεια θα είναι πάντα 10-3 
• Stopping κριτήριο: 
Θα χρησιµοποιηθεί είτε το πρώτο (V(x,y)-f(x,y)≥ -δ), είτε το δεύτερο 

( ). 

Το δεύτερο κριτήριο τερµατισµού θα χρησιµοποιηθεί µόνο εκεί όπου έχουµε 
δύσκολα παίγνια και χρειάζεται µεγαλύτερη χαλαρότητα ώστε να φτάσει σε 
µικρότερη τιµή προσεγγιστικής ισορροπίας Nash. 
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6.3 Τυχαίοι πίνακες κέρδους R και C 
(Random Matrices R and C) 
Το πρώτο παίγνιο που δηµιουργούµε είναι αυτό των τυχαίων πινάκων κέρδους R και 
C. Δηλαδή πινάκων που περιέχουν ως κέρδη τυχαίους δεκαδικούς αριθµούς double 
ακρίβειας. 
 
Χαρακτηριστικά παιγνίων: 
• Μέσω των τυχαίων πινάκων κέρδους προσπαθούµε να αποφύγουµε πίνακες που 
είτε προσεγγίζουν constant sum παίγνια, είτε έχουν µικρά supports, κάτι το οποίο 
δεν θέλουµε. 

• Παρ` όλα αυτά τα παίγνια αυτά δεν θεωρούνται αρκετά δύσκολα. 
Όµως πρέπει να τα µελετήσουµε διότι αποτελούν ένα καλό µέτρο για την 
συµπεριφορά του αλγορίθµου και του προγράµµατος σε τυχαία παίγνια. Τα 
αποτελέσµατα όπως θα δούµε παρακάτω δείχνουν καθαρά ότι ο αλγόριθµος έχει 
µια άριστη µέση συµπεριφορά σε τυχαίες περιπτώσεις παιγνίων. 

• Οι πίνακες R και C θα είναι τυχαίοι πίνακες, των οποίων οι τιµές (payoffs values) 
θα κανονικοποιούνται µεταξύ 0 και 1. 

 
Οι τυχαίοι πίνακες R και C παράγονται µέσω κώδικα ANSI C µέσα στο κυρίως 
πρόγραµµα. 
Ο κώδικας είναι ο παρακάτω: 
 
/* Make random R, C matrices */ 
// Initialize random generator 
srand(time(NULL)); 
           
/* Generate random numbers */ 
for(i=0 ; i<m ;i++) 
{ 
             for(j=0 ; j<n ; j++) 
            { 

R_matrix_fixed[i][j] = (double)rand(); 
C_matrix_fixed[i][j] = (double)rand(); 

} //end for loop 
} //end for loop 
 
Παρακάτω παρουσιάζονται µερικά χαρακτηριστικά παραδείγµατα. 
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6.3.1 Τυχαίοι R και C πίνακες κέρδους 
µεγέθους 10 x 10 

 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Τυχαίοι πίνακες κέρδους R και C 
• Μέγεθος παιγνίου:  10 x 10 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή



Παράδειγµα 1  [αρχείο: random\10x10\ \1] 
 
 

Primal Graph 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 

 
Random Payoff Matrices R and C 

 
Primal Problem 

 Παράδειγµα 
1 

Παράδειγµα 
2 

Παράδειγµα 
3 

Παράδειγµα 
4 

Παράδειγµα 
5 

Ισορροπία 
Nash 

0.008403 0 0.002218 0.002566 0.002698 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.135402 0.164529 
 

0.116814 0.155039 0.209373 

Αριθµός 
Βηµάτων 

5 4 3 10 8 

Αρχικά 
x και y 

uniform uniform uniform uniform uniform 

 
 

Random Payoff Matrices R and C 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.00926 0.001647 0 0 0.002698 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.243494 0.025507 0.046627 0.250512 0.047519 

Αριθµός 
Βηµάτων 

7 3 6 4 6 

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο 
\random\10x10\ 
 

6.3.2 R και C πίνακες µεγέθους 20 x 20 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Τυχαίοι πίνακες κέρδους R και C 
• Μέγεθος παιγνίου:  20 x 20 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή



 
 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: random\20x20 \1] 

Primal Graph 

 
Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 
 
 

Random Payoff Matrices R and C 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.00278 0.001018 0.004538 0.000275 0.001106 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.115406 0.092297 0.121875 0.175771 0.170312 

Αριθµός 
Βηµάτων 

9 5 10 8 8 

Αρχικά 
x και y 

uniform uniform uniform uniform uniform 

 
 

Random Payoff Matrices R and C 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.000456 0.001294 0.00169 0.00166 0.0003 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.061837 0.120407 0.140682 0.018441 0.063856 

Αριθµός 
Βηµάτων 

3 7 6 4 8 

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο 
\random\20x20\ 
 

6.3.3 R και C πίνακες µεγέθους 30 x 30 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Τυχαίοι πίνακες κέρδους R και C 
• Μέγεθος παιγνίου:  30 x 30 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή



Παράδειγµα 1  [αρχείο: random\30x30 \1] 
 

Primal Graph 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 
 
 

Random Payoff Matrices R and C 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.003558 0.004029 0.000404 0.003360 0.000602 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.104167 0.094005 0.083474 0.145694 0.132097 

Αριθµός 
Βηµάτων 

3 9 5 5 4 

Αρχικά 
x και y 

uniform uniform uniform uniform uniform 

 
 

Random Payoff Matrices R and C 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.00110 0.004596 0.002191 0.000089 0.000397 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.074935 0.093015 0.035320 0.064478 0.106941 

Αριθµός 
Βηµάτων 

6 8 5 3 3 

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο 
\random\30x30 

6.3.4 R και C πίνακες µεγέθους 100 x 100 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Τυχαίοι πίνακες κέρδους R και C 
• Μέγεθος παιγνίου:  100 x 100 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Αγνές στρατηγικές



 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: random\100x100 \1] 

Primal Graph 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 
 

Random Payoff Matrices R and C 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
  

Ισορροπία 
Nash 

0.000642 0.000638 0.001615   

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.993918 0.997252 0.989347   

Αριθµός 
Βηµάτων 

9 10 3   

Αρχικά 
x και y 

Pure strategy 
on x and y 

Pure strategy 
on x and y 

Pure strategy 
on x and y 

  

 
 

Random Payoff Matrices R and C 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
  

Ισορροπία 
Nash 

0.00095 0.00037 0.00061   

Αρχική 0.068174 0.096142 0.041649   
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τιµή της 
f(x,y) 
Αριθµός 
Βηµάτων 

8 7 5   

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο 
\random\100x100 

6.3.5 R και C πίνακες µεγέθους 100 x 100 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Τυχαίοι πίνακες κέρδους R και C 
• Μέγεθος παιγνίου:  100 x 100 

• Κριτήριο τερµατισµού:  

• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή και αγνές στρατηγικές



Primal Graph 
 

 
 

Πίνακας Αποτελεσµάτων Πειράµατος 
 

Random Payoff Matrices R and C 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
N.E. 0.000789 0.000854 0.000009 0.000284 0.000245 
Αρχική 
τιµή της 
f 

0.068397 0.998264 0.999799 0.989110 0.986528 

Αριθµός 
Βηµάτων 

4 7 8 9 10 

Αρχικά 
x και y 

Uniform Pure strategy 
on x and y 

Pure strategy 
on x and y 

Αρχικά 
x και y 

Αρχικά 
x και y 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακας Αποτελεσµάτων Πειράµατος 
 

Random Payoff Matrices R and C 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.000541 0.001508 0.000234 0.000931 0.000244 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.039285 0.239531 0.006022 0.088578 0.031969 

Αριθµός 
Βηµάτων 

3 17 3 11 8 

 
Σηµείωση: Τα αντίστοιχα αρχεία εξόδου φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον 
φάκελο \random\100x100_Β 
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Παρατηρήσεις πάνω στα παίγνια για τυχαίους πίνακες κέρδους 
R και C: 
 

• Αρχικά βλέπουµε ότι έχουµε πολύ καλές ισορροπίες Nash. Ακόµα κι αν δεν 
είναι όλες exact ισορροπίες Nash, είναι της τάξης του δ (10-3) και µικρότερες, 
τόσο στην λύση του primal όσο και στην λύση του dual προβλήµατος. 
Το αποτέλεσµα αυτό δεν έχει µεγάλη σχέση µε το µέγεθος του προβλήµατος, 
εφόσον παρατηρείται η ίδια συµπεριφορά σε όλα τα παίγνια, ανεξαρτήτου 
µεγέθους. 

• Όταν στην primal λύση έχουµε αποτέλεσµα της τάξης του δ και µεγαλύτερης, 
τότε το dual δίνει καλύτερη λύση. 

• Επίσης ο αριθµός των βηµάτων µέχρι να τερµατίσει ο αλγόριθµος είναι από 2 
έως και 8 βήµατα, ενώ για το dual πρόβληµα είναι συνήθως λιγότερα. 
Όταν χρησιµοποιήσαµε το δεύτερο κριτήριο τερµατισµού τα βήµατα είναι 
λίγο περισσότερα. Στα συγκεκριµένα παίγνια όµως δεν εµφανίζεται ποιοτική 
διαφορά στην ισορροπία µιας και έχουµε ήδη µια πολύ καλή συµπεριφορά. 

 
 
Επιπλέον παρατηρήσεις στο τέλος του κεφαλαίου.



6.4 Πίνακες Κέρδους R και C για win-loose παίγνια  
(Matrices R and C for win-loose games) 

[Πρώτος τρόπος] 
 
Στην προσπάθεια µας να δηµιουργήσουµε δύσκολα παίγνια µε τα χαρακτηριστικά 
που αναφέραµε παραπάνω, δηµιουργήσαµε κάποιου είδους win-loose παιγνίων. 
 
Χαρακτηριστικά παιγνίων: 
• Οι πίνακες κέρδους R και C περιέχουν τιµές 0 ή 1 σε κάθε θέση τους. 
Με αυτόν τον τρόπο δηµιουργούµε win-loose παίγνια. 
[βλέπε ορισµό win-loose παιγνίων στο δεύτερο κεφάλαιο] 

• Αν σε κάποιο σηµείο (i,j) του πίνακα R έχουµε R(i,j) = 1 τότε θέτουµε το C(i,j) = 
0 
Με αυτόν τον τρόπο αποφεύγουµε την ύπαρξη αγνής ισορροπίας Nash, που θα 
ήταν εκεί όπου και οι δύο παίκτες θα είχαν κέρδος 1. 

• Αντίστοιχα αν σε κάποιο σηµείο (i,j) του πίνακα C έχουµε C(i,j)=1 τότε θέτουµε 
το R(i,j)=0 
Οµοίως, µε αυτόν τον τρόπο αποφεύγουµε την ύπαρξη αγνής ισορροπίας Nash, 
που θα ήταν εκεί όπου και οι δύο παίκτες θα είχαν κέρδος 1. 

• Ο συνολικός πίνακας R+C δεν έχει πολλούς “1”, αλλά πολλά “0” σε τυχαίες 
θέσεις.  

 
Οι πίνακες R και C για το συγκεκριµένο παίγνιο win-loose που περιγράψαµε 
παραπάνω, παράγονται µέσω κώδικα σε MatLab. 
 
Ο κώδικας είναι ο παρακάτω: 
 
%The size of matrices R and C [n x n] 
n = …; 
 
A = rand(n); 
R = A > 0.7; 
 
B = rand(n); 
C = B > 0.7; 
 
R(C)=0; 
C(R)=0; 
 
sum(sum(R+C == 1)) 
 
%Create the proper file that ANSI C code takes as input file 
fid = fopen('C:\...\r_c_m.txt','w'); 
fprintf(fid,'%.16f \t',transpose(R)); 
fprintf(fid,'%.16f \t',transpose(C)); 
status = fclose(fid); 
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6.4.1 R και C πίνακες µεγέθους 10 x 10 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο 
• Μέγεθος παιγνίου:  10 x 10 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή 

 
 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: \win-loose_first\10x10\1] 

 
Primal Graph 

 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.000515 0 0 0 0 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.150000 0.280000 0.300000 0.370000 0.270000 

Αριθµός 
Βηµάτων 

5 1 2 2 8 

Αρχικά 
x και y 

Uniform Uniform Uniform Uniform Uniform 

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0 0 0 0 0 

Αρχική 1.000000 0 0.300000 0.045455 0.666667 
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τιµή της 
f(x,y) 
Αριθµός 
Βηµάτων 

5 1 2 2 5 

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο \win-
loose_first\10x10 
 

6.4.2 R και C πίνακες µεγέθους 20 x 20 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο 
• Μέγεθος παιγνίου:  20 x 20 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή 

 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: \win-loose_first\20x20\1] 
 

Primal Graph 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0 0.003635 0.003245 0 0 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.185000 0.317500 0.347500 0.242500 0.165000 

Αριθµός 
Βηµάτων 

5 3 3 5 4 

Αρχικά 
x και y 

Uniform Uniform Uniform Uniform Uniform 

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0 0 0 0.000627 0 

Αρχική 0.350565 0.137855 0.12346 0.083333 0.181296 
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τιµή της 
f(x,y) 
Αριθµός 
Βηµάτων 

3 5 5 4 4 

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο \win-
loose_first\20x20 
 

6.4.3 R και C πίνακες µεγέθους 30 x 30 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο 
• Μέγεθος παιγνίου:  30 x 30 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή 

 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: \win-loose_first\30x30\1] 
 

Primal Graph 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.007317 0 0 0 0 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.198889 0.284444 0.210000 0.146667 0.241111 

Αριθµός 
Βηµάτων 

3 3 6 5 4 

Αρχικά 
x και y 

Uniform Uniform Uniform Uniform Uniform 

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0 0 0 0 0 

Αρχική 0.213773 0.014926 0.146909 0.175391 0.206061 
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τιµή της 
f(x,y) 
Αριθµός 
Βηµάτων 

4 2 2 7 4 

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο \win-
loose_first\30x30 
 

6.4.4 R και C πίνακες µεγέθους 100 x 100 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο 
• Μέγεθος παιγνίου:  100 x 100 

• Κριτήριο τερµατισµού:  

• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή και αγνές στρατηγικές 

 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: \win-loose_first\100x100] 
 

Primal Graph 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Πειράµατος 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.000766 0.003218 0.002159 0.001795 0.003386 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.101400 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 

Αριθµός 
Βηµάτων 

11 9 17 24 17 

Αρχικά 
x και y 

Uniform Αγνή 
Στρατηγική 

Αγνή 
Στρατηγική 

Αγνή 
Στρατηγική 

Αγνή 
Στρατηγική 

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.000960 0.001642 0.002233 0.000966 0.00098 
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Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.022445 0.125594 0.050702 0.035484 0.080064 

Αριθµός 
Βηµάτων 

6 9 13 13 7 

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο \win-
loose_first\100x100 
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Παρατηρήσεις πάνω στα win-loose παίγνια: 
 

• Αρχικά βλέπουµε ότι κι εδώ έχουµε πολύ καλές ισορροπίες Nash. 
Αυτό σηµαίνει ότι δεν µπορέσαµε να δηµιουργήσαµε πολύ δύσκολα παίγνια 
για τον αλγόριθµό µας µε αυτόν τον τρόπο. 
Παρ` όλα αυτά παρατηρούµε ότι καθώς αυξάνεται το µέγεθος των παιγνίων το 
πρόβληµα αρχίζει να δυσκολεύει ελάχιστα. Με την έννοια ότι στα µικρά 
παίγνια παρατηρήθηκε µεγάλη εµφάνιση exact ισορροπίας Nash, ενώ καθώς 
το πρόβληµα γινόταν πιο µεγάλο εµφανίζονταν και ισορροπίες Nash της τάξης 
του δ (10-3) και µικρότερες, τόσο στην λύση του primal όσο και στην λύση 
του dual προβλήµατος. 

• Όταν στην primal λύση έχουµε αποτέλεσµα της τάξης του δ και µεγαλύτερης, 
τότε το dual δίνει καλύτερη λύση. 

• Επίσης ο αριθµός των βηµάτων µέχρι να τερµατίσει ο αλγόριθµος είναι από 2 
έως και 8 βήµατα (κυρίως κοντά στα 4 µόνο βήµατα), ενώ για το dual 
πρόβληµα είναι συνήθως λιγότερα. 
Όταν χρησιµοποιήσαµε το δεύτερο κριτήριο τερµατισµού τα βήµατα είναι 
σαφώς περισσότερα (10-25 βήµατα). Στα συγκεκριµένα παίγνια όµως δεν 
εµφανίζεται ποιοτική διαφορά στην ισορροπία µιας και έχουµε ήδη µια πολύ 
καλή συµπεριφορά. Παρ` όλα αυτά παρατηρήσαµε ότι τα περισσότερα από 
αυτά τα βήµατα δεν αλλάζουν ουσιαστικά την τιµή της συνάρτησης f(x,y). 
Πράγµα που σηµαίνει ότι µε καλύτερη επιλογή του ε, ενδεχοµένως αυτά τα 
βήµατα να µην υπήρχαν. 

 
 
Επιπλέον παρατηρήσεις στο τέλος του κεφαλαίου
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6.5 Πίνακες Κέρδους R και C για win-loose παίγνια  
(Matrices R and C for win-loose games) 

[Δεύτερος τρόπος] 
Ένας άλλος τρόπος δηµιουργίας δύσκολων win-loose παιγνίων µε τα χαρακτηριστικά 
που αναφέραµε παραπάνω, περιγράφεται παρακάτω. 
 
Χαρακτηριστικά παιγνίων: 
Οι πίνακες R και C έχουν τα εξής χαρακτηριστικά: 
• Ο πίνακας C είναι ο Ι, όπου Ι είναι ο nxn identity matrix, δηλαδή C(i,i)=1 για κάθε 

i και όλα τα υπόλοιπα 0. 
• Ο πίνακας R είναι ο ένα πίνακας µεγέθους nxn και περιέχει µόνο τιµές 0 ή 1. 
• Ο πίνακας R έχει τα διαγώνια στοιχεία του ίσα 0 και αν για ένα µη διαγώνιο 
στοιχείο ισχύει R(i,j)=1, τότε το R(j,i)=0, δηλαδή να έχουµε πάντα R(i,j)+ R(j,i) = 
0 ή 1 το πολύ. 
 
Αυτό το καταφέρνουµε διατρέχοντας όλα τις θέσεις των στοιχείων που υπάρχουν 
πάνω από την διαγώνιο και αποφασίζοντας µε πιθανότητα 50% αν θα µπει “1” ή 
“0”. 
Έστω ότι είµαστε στη θέση (i,j). Αν µπει 0 τότε προχωράµε στην επόµενη θέση 
του πίνακα R. 
Αν επιλεγεί το 1, τότε µε πιθανότητα 50% επιλέγουµε αν αυτό θα τοποθετεί στην 
θέση (i,j) ή στην (j,i). 

• Το πλήθος των “1” στον R είναι περίπου µεταξύ του n(n-1)/4 και του n(n-1)/3. 
 
Οι πίνακες R και C για το συγκεκριµένο παίγνιο win-loose που περιγράψαµε 
παραπάνω, παράγονται µέσω κώδικα σε MatLab. 
 
Ο κώδικας είναι ο παρακάτω: 
 
%The size of matrices R and C [n x n] 
n = … 
 
C = eye(n); 
A = rand(n); 
B = rand(n); 
R = zeros(n); 
 
for i=1:n 
    for j=i+1:n 
        if A(i,j) > 0.5 
            if B(i,j) > 0.5 
                R(i,j) = 1.0; 
            else 
                R(j,i) = 1.0; 
            end 
        end 
    end 
end 
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sum(sum(R == 1)) 
 
%Create the proper file that ANSI C code takes as input file 
fid = fopen('C:\...\r_c_m.txt','w'); 
fprintf(fid,'%.16f \t',transpose(R)); 
fprintf(fid,'%.16f \t',transpose(C)); 
status = fclose(fid); 
 

6.5.1 R και C πίνακες µεγέθους 10 x 10 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο 
• Μέγεθος παιγνίου:  10 x 10 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή 

 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: win-loose_second\10\1] 

 

Primal Graph 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0 0 0 0 0 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.170000 0.130000 0.280000 0.390000 0.200000 

Αριθµός 
Βηµάτων 

4 4 2 7 4 

Αρχικά 
x και y 

Uniform Uniform Uniform Uniform Uniform 

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0 0.000254 0 0 0 

Αρχική 0.138889 0.111330 0.111111 0.600000 0.250000 
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τιµή της 
f(x,y) 
Αριθµός 
Βηµάτων 

5 5 3 5 8 

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο / win-
loose_second 
 

6.5.2 R και C πίνακες µεγέθους 20 x 20 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο 
• Μέγεθος παιγνίου:  20 x 20 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή 

 
 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: win-loose_second \20\1] 

 
Primal Graph 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 
 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.005847 0.007261 0 0 0.002481 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.202500 0.100000 0.167500 0.230000 0.117500 

Αριθµός 
Βηµάτων 

9 4 2 5 6 

Αρχικά 
x και y 

Uniform Uniform Uniform Uniform Uniform 

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0 0 0 0.003793 0 
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Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.080542 0.082147 0.250293 0.151697 0.091256 

Αριθµός 
Βηµάτων 

4 2 3 6 3 

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο / win-
loose_second 
 

6.5.3 R και C πίνακες µεγέθους 30 x 30 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο 
• Μέγεθος παιγνίου:  30 x 30 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή 

 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: win-loose_second \30\1] 

 
Primal Graph 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 
 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.006803 0.005115 0.003566 0.003628 0.006237 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.165556 0.195556 0.177778 0.118889 0.157778 

Αριθµός 
Βηµάτων 

10 9 7 8 6 

Αρχικά 
x και y 

Uniform Uniform Uniform Uniform Uniform 

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.011096 0.00505 0.003036 0.001516 0.000313 
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Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.053672 0.060717 0.073299 0.108119 0.067634 

Αριθµός 
Βηµάτων 

3 7 6 7 4 

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο / win-
loose_second 
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6.5.4 R και C πίνακες µεγέθους 50 x 50 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο 
• Μέγεθος παιγνίου:  50 x 50 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή 

 
 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: win-loose_second \50\1] 

 
Primal Graph 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 
 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
  

Ισορροπία 
Nash 

0.002279 0.003174 0.001565   

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.191600 0.146400 0.119200   

Αριθµός 
Βηµάτων 

10 9 7   

Αρχικά 
x και y 

Uniform Uniform Uniform   

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
  

Ισορροπία 
Nash 

0.000766 0.004093 0.001126   
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Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.045826 0.069342 0.051839   

Αριθµός 
Βηµάτων 

10 9 6   

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο / win-
loose_second 
 

6.5.5 R και C πίνακες µεγέθους 100 x 100 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο 
• Μέγεθος παιγνίου:  100 x 100 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή 

 
 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: win-loose_second \100\1] 

 
Primal Graph 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
   

Ισορροπία 
Nash 

0.001728 0.002023    

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.090700 0.107800    

Αριθµός 
Βηµάτων 

7 15    

Αρχικά 
x και y 

Uniform Uniform    

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
   

Ισορροπία 
Nash 

0.000665 0.001366    

Αρχική 0.036438 0.041922    
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τιµή της 
f(x,y) 
Αριθµός 
Βηµάτων 

8 8    

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο / win-
loose_second 
 
 
6.5.6 R και C πίνακες µεγέθους 50 x 50 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο 
• Μέγεθος παιγνίου:  50 x 50 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Αγνές στρατηγικές: x = y = [1 0 … 0] 

 
 
 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: win-loose_second \50\1b] 

 
Primal Graph 

 

 
Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 
 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Primal Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
  

Ισορροπία 
Nash 

0.005291 0.018534 0.00204   

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

1.000000 1.000000 1.000000   

Αριθµός 
Βηµάτων 

3 3 11   

Αρχικά 
x και y 

     

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
  

Ισορροπία 
Nash 

0.002092 0.004075 0.0017   
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Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.183031 0.194542 0.047358   

Αριθµός 
Βηµάτων 

10 6 7   

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο / win-
loose_second 
 
6.5.7 R και C πίνακες µεγέθους 50 x 50 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο 
• Μέγεθος παιγνίου:  50 x 50 
• Κριτήριο τερµατισµού: f4 > f1 * [1-(δ/(1+δ))2 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη Κατανοµή 

 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: win-loose_second \50\1c] 

 
Primal Graph 

 
 

Dual Graph 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 

 
Matrices R and C for win-loose Game 

 
Primal Problem 

 Παράδειγµα 
1 

Παράδειγµα 
2 

Παράδειγµα 
3 

  

Ισορροπία 
Nash 

0.002224 0.002829 0.000671   

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.191600 0.146400 0.119200   

Αριθµός 
Βηµάτων 

14 11 12   

Αρχικά 
x και y 

Uniform Uniform Uniform   

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
  

Ισορροπία 0.000692 0.001602 0.000745   
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Nash 
Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.033931 0.072723 0.028419   

Αριθµός 
Βηµάτων 

15 15 6   

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο / win-
loose_second 

 
6.5.8 R και C πίνακες µεγέθους 100 x 100 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο 
• Μέγεθος παιγνίου:  100 x 100 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη Κατανοµή 

 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: win-loose_second \100\1] 

 



 136 

Primal Graph  

 

 

Dual Graph  
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 

 
Matrices R and C for win-loose Game 

 
Primal Problem 

 Παράδειγµα 
1 

Παράδειγµα 
2 

Παράδειγµα 
3 

  

Ισορροπία 
Nash 

0.001728 0.002023 0.002023   

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.090700 0.107800 0.107800   

Αριθµός 
Βηµάτων 

7 15 15   

Αρχικά 
x και y 

Uniform Uniform Uniform   

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
  

Ισορροπία 
Nash 

0.000665 0.001366 0.001366   

Αρχική 0.036438 0.041922 0.041922   
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τιµή της 
f(x,y) 
Αριθµός 
Βηµάτων 

8 8 8   

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο / win-
loose_second 

 
6.5.9 R και C πίνακες µεγέθους 100 x 100 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο 
• Μέγεθος παιγνίου:  100 x 100 
• Κριτήριο τερµατισµού: V(x,y)-f(x,y)≥ -δ 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Αγνές Στρατηγικές 

 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: win-loose_second \100\1] 
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Primal Graph 

 

Dual Graph  
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Πίνακες Αποτελεσµάτων Συνολικών Πειραµάτων 

 
Matrices R and C for win-loose Game 

 
Primal Problem 

 Παράδειγµα 
1 

Παράδειγµα 
2 

Παράδειγµα 
3 

  

Ισορροπία 
Nash 

0.001454 0.000965 0.003218   

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

1.000000 1.000000 1.000000   

Αριθµός 
Βηµάτων 

17 15 9   

Αρχικά 
x και y 

Αγνή 
στρατηγική 

Αγνή 
στρατηγική 

Αγνή 
στρατηγική 

  

 
 

Matrices R and C for win-loose Game 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
  

Ισορροπία 
Nash 

0.001142 0.000846 0.001642   

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.033173 0.045960 0.125594   

Αριθµός 
Βηµάτων 

17 8 9   

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο / win-
loose_second 



 141 

Παρατηρήσεις πάνω στα win-loose παίγνια: 
 

• Αρχικά βλέπουµε ότι κι εδώ έχουµε πολύ καλές ισορροπίες Nash. 
Παρ` όλα αυτά βλέπουµε ότι το συγκεκριµένο παίγνιο είναι κάπως 
δυσκολότερο από το προηγούµενο. 
Δηλαδή υπήρχαν περιπτώσεις που έδωσε και ισορροπία της τάξης του 10-2. 
Ακόµα και σε µικρού µεγέθους παίγνια υπήρχε µια δυσκολία εύρεσης καλών 
ισορροπιών Nash. 

• Όταν στην primal λύση έχουµε αποτέλεσµα της τάξης του δ και µεγαλύτερης, 
τότε το dual δίνει καλύτερη λύση. 

• Επίσης ο αριθµός των βηµάτων µέχρι να τερµατίσει ο αλγόριθµος είναι 
µεγαλύτερος από προηγούµενα προβλήµατα και κυµαίνεται από 6 έως και 18 
βήµατα περίπου, ενώ για το dual πρόβληµα είναι συνήθως λιγότερα. 
Όταν χρησιµοποιήσαµε το δεύτερο κριτήριο τερµατισµού τα βήµατα είναι 
σαφώς περισσότερα. Στα συγκεκριµένα παίγνια εµφανίζεται ποιοτική διαφορά 
στην ισορροπία µόνο εκεί όπου είχαµε µεγάλη τελική τιµή της f(x,y). 
Παρ` όλα αυτά παρατηρήσαµε ότι τα περισσότερα από αυτά τα βήµατα δεν 
αλλάζουν ουσιαστικά την τιµή της συνάρτησης f(x,y). Πράγµα που σηµαίνει 
ότι µε καλύτερη επιλογή του ε, ενδεχοµένως αυτά τα βήµατα να µην υπήρχαν. 

 
 
Επιπλέον παρατηρήσεις στο τέλος του κεφαλαίου 
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6.6 Πίνακες κέρδους R και C για win-loose παίγνια µε κύκλους 
(Matrices R και C for win-lose games with cycles) 
 

Στην προσπάθεια µας να δηµιουργήσουµε δύσκολα παίγνια για τον καλύτερο έλεγχο 
του προγράµµατός µας, δηµιουργήσαµε win-loose παίγνια που περιέχουν κύκλους. 
 
Χαρακτηριστικά παιγνίων: 
• Οι πίνακες κέρδους R και C, είναι πίνακες µεγέθους nxn και περιέχουν µόνο τιµές 

0 ή 1. 
• Για παίγνια µεγέθους 100x100 θα προτιµήσουµε να δηµιουργήσουµε τέσσερις 
κύκλους  απροσδιόριστα µεγάλους [έγινε προσπάθεια το πλήθος των 1 να είναι 
κοντά στο n2/3], ενώ για µικρότερα προβλήµατα, για παράδειγµα για 10x10 
παίγνια, προτιµήσαµε να βάλουµε λιγότερους κύκλους (2 κύκλους). 
Ουσιαστικά προσπαθούµε να βάλουµε λίγους, αλλά µεγάλους κύκλους σε κάθε 
παίγνιο αυτού του είδους. 

• Προσπαθούµε κατά την δηµιουργία των κύκλων όλες οι στήλες του R να έχουν 
τουλάχιστον έναν “1” η κάθε µία και όλες οι γραµµές του C να έχουν τουλάχιστον 
έναν “1” η κάθε µία. Γιατί αν δεν συµβαίνει αυτό, τότε µπορεί σε κάθε περίπτωση 
να έχουµε αγνή exact ισορροπία Nash, κάτι το οποίο δεν θέλουµε. 
Η περίπτωση να έχουµε στην ίδια στήλη του R και C µόνο 0 ή στην ίδια γραµµή 
του R και C µόνο 0, δεν µας πειράζει διότι τελικώς αυτή η στήλη (ή γραµµή 
αντίστοιχα) δεν θα παιχτεί ποτέ από τους παίκτες. 

 
Παρακάτω περιγράφεται η διαδικασία δηµιουργίας κύκλων. 

6.6.1 Περιγραφή δηµιουργία κύκλων 
Κύκλος 
Κύκλο θα ονοµάζουµε οποιαδήποτε ακολουθία σηµείων 

 στους πίνακες R και C για τους οποίους πρέπει να 
ισχύουν οι εξής κανόνες: 
• Το παίγνιο είναι win-lose. Δηλαδή οι πίνακες κέρδους R και C περιέχουν µόνο 
τιµές 0 και 1. 

• Για τις τιµές των R και C ισχύει το εξής: 
Όταν σε µια θέση (i, j) του πίνακα R (ή αντίστοιχα του C) έχουµε την τιµή 0, τότε 
στην αντίστοιχη θέση (i, j) του πίνακα C (ή αντίστοιχα του R) µπορεί να υπάρχει 
είτε η τιµή 0, είτε η τιµή 1. 
Όταν σε µια θέση (i, j) του πίνακα R (ή αντίστοιχα του C) έχουµε την τιµή 1, τότε 
στην αντίστοιχη θέση (i, j) του πίνακα C (ή αντίστοιχα του R) µπορεί να υπάρχει 
µόνο η τιµή 0. 

• Αν σε κάποιο σηµείο  του κύκλου στον πίνακα R έχουµε την τιµή 0 και 

στον πίνακα C την τιµή 1 [δηλαδή  και ], τότε στο αµέσως 

επόµενο σηµείο  του κύκλου πρέπει η τιµή στον πίνακα R να είναι 1 

και η τιµή στον πίνακα C να είναι 0 [δηλαδή:  και ]. 

• Αν σε κάποιο σηµείο  του κύκλου στον πίνακα R έχουµε την τιµή 1 και 

στον πίνακα C την τιµή 0 [δηλαδή:  και ], τότε στο 
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αµέσως επόµενο σηµείο του κύκλου πρέπει η τιµή στον πίνακα R να είναι 0 και η 
τιµή στον πίνακα C να είναι 1 [δηλαδή:  και ]. 

• Ο αριθµός των σηµείων που έχει ο κύκλος είναι πάντα άρτιος και η ακολουθία 
των σηµείων ξεκινάει από ένα σηµείο και τελειώνει στο ίδιο αυτό σηµείο. 

 
Σχηµατικά: 
Παράδειγµα ενός κύκλους που περιέχει µόνο 4 σηµεία, σε ένα 5x5 πίνακα που 
αναπαριστά τις τιµές του R (πρώτη τιµή σε κάθε θέση) και C (δεύτερη τιµή σε κάθε 
θέση) δίνεται παρακάτω: 
 

Πίνακες (R,C) 
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 

(0,0) (0,1) (0,0) (1,0) (0,0) 

(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 

(0,0) (1,0) (0,0) (0,1) (0,0) 

(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 

 
 
Περιγραφή Δηµιουργίας Κύκλων 
Η δηµιουργία των κύκλων στο πρόγραµµά µας θα έχει τα εξής χαρακτηριστικά: 
• Θεωρούµε ότι οι πίνακες κέρδους R και C είναι αρχικά µηδενικοί. Έτσι στα µόνο 
σηµεία που µπορούµε να έχουµε µη-µηδενική τιµή είναι σε αυτά που σχηµατίζουν 
τους κύκλους, όπως περιγράψαµε παραπάνω. 

• Θα προτιµήσουµε την δηµιουργία λίγων κύκλων που ο καθένας περιέχει πολλά 
σηµεία που τον σχηµατίζουν. 

• Όταν τελικά δηµιουργηθούν όλοι οι κύκλοι πρέπει όλες οι στήλες του R να έχουν 
τουλάχιστον έναν “1” η κάθε µία και όλες οι γραµµές του C να έχουν τουλάχιστον 
έναν “1” η κάθε µία. 

• Κατά την δηµιουργία των κύκλων όταν θέτουµε τιµές σε κάποιο σηµείο δεν 
πρέπει να καταστρέφονται οι τιµές που έχουν δηµιουργηθεί στο σηµείο αυτό από 
προηγούµενους ή από τον ίδιο τον κύκλο, γιατί µε αυτόν τον τρόπο 
καταστρέφεται ο ίδιος ο κύκλος. 

• Κάθε κύκλος θα έχει τουλάχιστον µέγεθος (δηλαδή αριθµό σηµείων) τέσσερα. 
 
Έστω ότι θέλουµε να δηµιουργήσουµε k κύκλους µε τους όλους τους κανόνες που 
αναφέραµε παραπάνω. 
 
Τότε τους k-1 κύκλους τους δηµιουργώ ως εξής: 
Υποθέτουµε την ύπαρξη δύο συνόλων αριθµών. Το πρώτο σύνολο περιέχει τους 
αριθµούς (0,…,m), δηλαδή είναι ίσο µε τον αριθµό των γραµµών των πινάκων 
κέρδους R και C (ουσιαστικά ίσο µε το σύνολο των αγνών στρατηγικών του παίκτη 
γραµµής), ενώ το δεύτερο σύνολο περιέχει τους αριθµούς (0,…,n), δηλαδή είναι ίσο 
µε τον αριθµό των στηλών των πινάκων κέρδους R και C (ουσιαστικά ίσο µε το 
σύνολο των αγνών στρατηγικών του παίκτη στήλης). 
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1. Αρχικά επιλέγουµε τυχαία έναν αριθµό (out1) από το πρώτο σύνολο που θα 
αποτελεί και το αρχικό σηµείο (start) του κύκλου αν είναι η πρώτη φορά που 
εκτελείται η επανάληψη. 
Αν δεν είναι η πρώτη φορά που εκτελείται η επανάληψη, 
τότε ελέγχουµε αν στη θέση (out1,out4),όπου out4 είναι το σηµείο που 
επιλέξαµε στο βήµα 4, ο πίνακας C έχει τιµή 1. 
Αν όχι τότε θέτουµε στον πίνακα R στην θέση (out1,out4) την τιµή 1. 
Αν ναι τότε ξαναεκτελούµε το βήµα αυτό από την αρχή. 
Επίσης αν δεν είναι η πρώτη φορά που εκτελείται η επανάληψη, 
ελέγχουµε αν το σηµείο out1 είναι ίδιο µε το αρχικό (start) σηµείο. Αν ναι 
τότε ο κύκλος έχει κλείσει και σταµατάµε την επανάληψη. 

2. Στη συνέχεια επιλέγουµε ένα τυχαίο νούµερο (out2) από το δεύτερο σύνολο. 
Ελέγχουµε αν στη θέση (out1,out2) ο πίνακας R έχει τιµή 1. 
Αν όχι τότε θέτουµε στον πίνακα C στην θέση (out1,out2) την τιµή 1. 
Αν ναι τότε ξαναεκτελούµε το βήµα αυτό από την αρχή. 

3. Επιλέγουµε ένα τυχαίο νούµερο (out3) από το πρώτο σύνολο. 
Ελέγχουµε αν στη θέση (out3,out2) ο πίνακας C έχει τιµή 1. 
Αν όχι τότε θέτουµε στον πίνακα R στην θέση (out3,out2) την τιµή 1. 
Αν ναι τότε ξαναεκτελούµε το βήµα αυτό από την αρχή. 

4. Επιλέγουµε ένα τυχαίο νούµερο (out4) από το δεύτερο σύνολο. 
Ελέγχουµε αν στη θέση (out3,out4) ο πίνακας R έχει τιµή 1. 
Αν όχι τότε θέτουµε στον πίνακα C στην θέση (out3,out4) την τιµή 1. 
Αν ναι τότε ξαναεκτελούµε το βήµα αυτό από την αρχή. 

Σηµείωση: Παρατηρούµε ότι κατά την δηµιουργία των κύκλων για να µεταβούµε από το 
ένα σηµείο στο επόµενο είτε διατηρούµε τον αριθµό της στήλης σταθερό, είτε τον 
αριθµό της γραµµής, εναλλάξ. 
 
Σχηµατικά οι τιµές στην εκτέλεση µιας επανάληψης: 
Παρακάτω θα δούµε σχηµατικά την επιλογή των πρώτων τεσσάρων σηµείων εν΄ςο 
κύκλου. 
Αυτά όπως είδαµε παραπάνω είναι κατά σειρά τα: 
• (out1, out2) 
• (out3, out2) 
• (out3, out4) 
• (out1’, out4) 
 

Στρατηγικές παίκτη γραµµής 
(i γραµµή στους πίνακες R και C) 

Στρατηγικές παίκτη στήλης 
(j στήλη στους πίνακες R και C) 

0  
out1 

 
out2 

0 

…   … 

i out3  j 

… … 
i’ out1’ out4 j’ 

(0,1) 

(1,0) 

(0,1) 
(1,0) 
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…   … 

m   n 

 
 
 
Τελευταίος Κύκλος 
Λόγω του γεγονότος ότι θέλουµε όλες οι στήλες του R να έχουν τουλάχιστον έναν 
“1” η κάθε µία και όλες οι γραµµές του C να έχουν τουλάχιστον έναν “1” η κάθε µία., 
τον τελευταίο κύκλο τον δηµιουργούµε ως εξής: 
Ακολουθείται ο ίδιος αλγόριθµος µε παραπάνω µόνο που τα out1, out2, out3 και out4 
νούµερα δεν επιλέγονται τυχαία. 
Δηµιουργώντας τους k-1 πρώτους κύκλους, έχουµε κρατήσει σε διανύσµατα τις 
στήλες του R που έχουν τουλάχιστον έναν 1 και τις γραµµές του C που  έχουν 
τουλάχιστον έναν 1. 
Έτσι στον τελευταίο κύκλο επιλέγουµε εκείνες τις στήλες (νούµερα του δεύτερου 
συνόλου) και εκείνες τις γραµµές (νούµερα του πρώτου συνόλου) στα οποία δεν 
υπάρχει κανένας 1 στους πίνακες R και C αντίστοιχα. 
Επειδή µε την επιλογή µη τυχαίων αριθµών υπάρχει η πιθανότητα να εµφανιστούν 
παραβάσεις των παραπάνω κανόνων (να υπάρξουν σηµεία που χαλάνε κάποιον άλλο 
κύκλο που είχε δηµιουργηθεί), κάνουµε ελέγχους και αν συµβεί κάτι τέτοιο απλώς 
αντί για το µη-τυχαίο σηµείο επιλέγουµε ένα τυχαίο και αφήνουµε το µη-τυχαίο 
σηµείο να επιλεγεί σε κάποια από τις επόµενες επαναλήψεις του αλγορίθµου. 
Με άλλα λόγια, ο τελευταίος κύκλος καλύπτει τουλάχιστον τα σηµεία των πινάκων R 
και C που δεν είχαµε 1 στις στήλες ή στις γραµµές αυτών, αντίστοιχα. 
 
 
Οι πίνακες R και C για το συγκεκριµένο παίγνιο win-loose που περιγράψαµε 
παραπάνω, παράγονται µέσω κώδικα σε ANSI C, στο κυρίως πρόγραµµα. 
 
Ο κώδικας είναι ο παρακάτω: 
 
/* Generate matrices with cycles */ 
           
          for(i=0 ; i<m ;i++) 
          { 
                  for(j=0 ; j<n ; j++) 
                  { 
                          R_matrix_fixed[i][j] = 0.0; 
                          C_matrix_fixed[i][j] = 0.0; 
                  } 
          } 
           
          // Create matrices for out1 and out3 
          for(i=0 ; i<m ;i++) 
          { 
                  //Counts the rows of C that has a 1 
                  out1_matrix[i]=i; 
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          } 
          for(i=0 ; i<n ;i++) 
          { 
                  //Counts the cols of R that has a 1 
                  out4_matrix[i]=i; 
          } 
           
           
          for(k=0 ; k<1 ; k++) 
          { 
           // FILE information - Start // 
           fprintf(cycles_info, "Cycle: %d\n", k); 
           // FILE information - End // 
           while(1) 
           { 
                  CYCLE1: 
                  out1 = (int) (rand() % m); 
                   
                   
                  if( flag_cycle == 0 ) 
                  { 
                      flag_cycle = 1; 
                      start = out1; 
                  } 
                  else if(R_matrix_fixed[out1][out4] == 1.0) 
                  { 
                      goto CYCLE1; 
                  } 
                  else 
                  { 
                      R_matrix_fixed[out1][out4] = 0.0; 
                      C_matrix_fixed[out1][out4] = 1.0; 
                       
                      out1_matrix[out1] = -1; 
                       
                      // FILE information - Start // 
                      fprintf(cycles_info, "(%d,%d)\n", out1, out4); 
                      // FILE information - End // 
                       
                      if(out1 == start) 
                      { 
                              break; 
                      } 
                  } 
                   
                  CYCLE2: 
                  out2 = (int) (rand() % n); 
                   
                  if(C_matrix_fixed[out1][out2] == 1.0) 
                  { 
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                      goto CYCLE2; 
                  } 
                  else 
                  { 
                      R_matrix_fixed[out1][out2] = 1.0; 
                      C_matrix_fixed[out1][out2] = 0.0; 
                       
                      out4_matrix[out2] = -1; 
                       
                      // FILE information - Start // 
                      fprintf(cycles_info, "(%d,%d)\n", out1, out2); 
                      // FILE information - End // 
                  } 
                   
                  CYCLE3: 
                  out3 = (int) (rand() % m); 
                   
                   
                  if(R_matrix_fixed[out3][out2] == 1.0) 
                  { 
                      goto CYCLE3; 
                  } 
                  else 
                  { 
                      R_matrix_fixed[out3][out2] = 0.0; 
                      C_matrix_fixed[out3][out2] = 1.0; 
                       
                      out1_matrix[out3] = -1; 
                       
                      // FILE information - Start // 
                      fprintf(cycles_info, "(%d,%d)\n", out3, out2); 
                      // FILE information - End // 
                       
                      if(out3 == start) 
                      { 
                              break; 
                      } 
                  } 
                   
                  CYCLE4: 
                  out4 = (int) (rand() % n); 
                                     
                  if(C_matrix_fixed[out3][out4] == 1.0) 
                  { 
                      goto CYCLE4; 
                  } 
                  else 
                  { 
                      R_matrix_fixed[out3][out4] = 1.0; 
                      C_matrix_fixed[out3][out4] = 0.0; 
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                      out4_matrix[out4] = -1; 
                       
                      // FILE information - Start // 
                      fprintf(cycles_info, "(%d,%d)\n", out3, out4); 
                      // FILE information - End // 
                  } 
           } //end of while-cycles 
          flag_cycle = 0; 
          }// end for-cycles 
     
           
          // Last Cycle 
         
          // FILE information - Start // 
          fprintf(cycles_info, "Last Cycle\n"); 
          for(i=0 ; i<m ;i++) 
          { 
                  fprintf(cycles_info, "%d\t", out1_matrix[i]); 
          } 
          fprintf(cycles_info, "\n"); 
          for(i=0 ; i<n ;i++) 
          { 
                  fprintf(cycles_info, "%d\t", out4_matrix[i]); 
          } 
          fprintf(cycles_info, "\nLast Cycle:\n"); 
          // FILE information - End // 
  
 
          while(1) 
          { 
                  CYCLE5: 
                  for(i=0 ; i<m ; i++) 
                  { 
                          if(out1_matrix[i]!= -1) 
                          { 
                                 out1 = i; 
                                 break; 
                          } 
                          else if(i==(m-1)) 
                          { 
                               out1 = (int) (rand() % m); 
                               flag_out1 = 1; 
                          } 
                  } 
                                     
                  CYCLE5b: 
                   
                  if( flag_cycle == 0 ) 
                  { 
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                      flag_cycle = 1; 
                      start = out1; 
                  } 
                  else if(R_matrix_fixed[out1][out4] == 1.0) 
                  { 
                       out1 = (int) (rand() % m); 
                      goto CYCLE5b; 
                  } 
                  else 
                  { 
                      R_matrix_fixed[out1][out4] = 0.0; 
                      C_matrix_fixed[out1][out4] = 1.0; 
                       
                      out1_matrix[out1] = -1; 
                       
                      // FILE information - Start // 
                      fprintf(cycles_info, "(out1, out4) = (%d,%d)\n", out1, out4); 
                      // FILE information - End // 
                       
                      if(out1 == start) 
                      { 
                              break; 
                      } 
                  } 
                  CYCLE6: 
                  out2 = (int) (rand() % n); 
                  if(C_matrix_fixed[out1][out2] == 1.0) 
                  { 
                      goto CYCLE6; 
                  } 
                  else 
                  { 
                      R_matrix_fixed[out1][out2] = 1.0; 
                      C_matrix_fixed[out1][out2] = 0.0; 
                       
                      // FILE information - Start // 
                      fprintf(cycles_info, "(out1, out2) = (%d,%d)\n", out1, out2); 
                      // FILE information - End // 
                       
                      out4_matrix[out2] = -1; 
                  } 
                   
 
                  CYCLE7: 
                  out3 = (int) (rand() % m); 
                  if(R_matrix_fixed[out3][out2] == 1.0 || out3 == start) 
                  { 
                      goto CYCLE7; 
                  } 
                  else 
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                  { 
                      R_matrix_fixed[out3][out2] = 0.0; 
                      C_matrix_fixed[out3][out2] = 1.0; 
                       
                      // FILE information - Start // 
                      fprintf(cycles_info, "(out3, out2) = (%d,%d)\n", out3, out2); 
                      // FILE information - End // 
                       
                      out1_matrix[out1] = -1; 
                       
                      if(out3 == start) 
                      { 
                              break; 
                      } 
                  } 
                  CYCLE8: 
                  for(i=0 ; i<n ; i++) 
                  { 
                          if(out4_matrix[i]!= -1) 
                          { 
                                 out4 = i; 
                                 break; 
                          } 
                          else if(i==(n-1)) 
                          { 
                               out4 = (int) (rand() % n); 
                               flag_out4 = 1; 
                          } 
                  } 
                                     
                  CYCLE8b:                 
                  if(C_matrix_fixed[out3][out4] == 1.0) 
                  { 
                      goto CYCLE7; 
                  } 
                  else 
                  { 
                      R_matrix_fixed[out3][out4] = 1.0; 
                      C_matrix_fixed[out3][out4] = 0.0; 
                       
                      // FILE information - Start // 
                      fprintf(cycles_info, "(out3, out4) = (%d,%d)\n", out3, out4); 
                      // FILE information - End // 
                       
                      out4_matrix[out4]= -1; 
                  } 
                   
          } //end of last cycle 
           
          // FILE information - Start // 
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          fprintf(cycles_info, "\n"); 
          for(i=0 ; i<m ;i++) 
          { 
                  fprintf(cycles_info, "%d\t", out1_matrix[i]); 
          } 
          fprintf(cycles_info, "\n"); 
          for(i=0 ; i<n ;i++) 
          { 
                  fprintf(cycles_info, "%d\t", out4_matrix[i]); 
          } 
          // FILE information - End // 
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6.6.2 Ανάλυση 10x10 δύσκολου win-loose παιγνίου µε 2 κύκλους 
(10x10 Win-Loose game, with two cycles) 

Πριν παρουσιάσουµε διάφορα πειράµατα για τέτοιου είδους παίγνια, θα 
παρουσιάσουµε αναλυτικά τα αποτελέσµατα πάνω σε ένα 10x10 δύσκολου win-loose 
παιγνίου µε 2 κύκλους. 
Σε αυτό θα φανεί η όλη διαδικασία δηµιουργίας αυτού του είδους των δύσκολων 
παιγνίων, αλλά θα γίνει µια σύντοµη παρουσίαση των αποτελεσµάτων στο πιο 
δύσκολο παίγνιο που εµφανίστηκε µεταξύ όλων όσων εκτελέσαµε µέχρι στιγµής. 
 
Πίνακας Κέρδους (R,C) των δύο παικτών: 
Αρχικά µπορούµε να δούµε τον πίνακα που δηµιουργήθηκε εκτελώντας τον 
παραπάνω κώδικα για 10x10 µεγέθους πίνακα για δύο κύκλους. 
Η πρώτη τιµή εκφράζει το κέρδος του παίκτη γραµµής (ουσιαστικά είναι ο πίνακας 
κέρδους R) και η δεύτερη το κέρδος του παίκτη στήλης (ουσιαστικά είναι ο πίνακας 
κέρδους C). 
Παρακάτω παρουσιάζονται ταυτόχρονα οι δύο κύκλοι που δηµιουργήθηκαν, καθώς 
και η πορεία δηµιουργίας τους (που εκφράζεται µε βέλη). 
Ο ένας κύκλος παρουσιάζεται µε κόκκινη γραµµή και ο άλλος µε πράσινη γραµµή. 
 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 (0,0) (0,1) (0,0) (1,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 

1 (0,1) (0,0) (0,0) (0,0) (1,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 

2 (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (1,0) (0,1) 

3 (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,1) (0,0) (1,0) (0,0) (0,0) 

4 (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 

5 (0,0) (0,0) (0,0) (0,1) (0,0) (0,1) (0,0) (1,0) (0,0) (1,0) 

6 (1,0) (0,0) (0,1) (0,0) (0,0) (1,0) (0,0) (0,1) (0,0) (0,0) 

7 (0,0) (0,0) (1,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,1) (0,0) (0,0) (0,0) 

8 (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (1,0) (0,0) (0,1) (0,0) 
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9 (0,0) (1,0) (0,0) (0,0) (0,1) (1,0) (0,0) (0,1) (0,0) (0,0) 

 
 
Τα κατά σειρά σηµεία που δηµιούργησαν τους δύο κύκλους είναι τα εξής: 
 
Πρώτος Κύκλος: 
 

Δεύτερος Κύκλος: 
 

(7,6) 
(8,6) 
(8,8) 
(2,8) 
(2,9) 
(5,9) 
(5,3) 
(0,3) 
(0,1) 
(9,1) 
(9,4) 
(1,4) 
(1,0) 
(6,0) 
(6,2) 
(7,2) 
 

(3,5) 
(9,5) 
(9,7) 
(5,7) 
(5,5) 
(6,5) 
(6,7) 
(3,7) 

 
 

PRIMAL Πρόβληµα 
 
Παράθεση δεδοµένων εκτέλεσης του πειράµατος 
Αρχικά παρουσιάζουµε την γραφική παράσταση που δηµιουργήθηκε µε τον δεύτερο 
κώδικα που περιγράψαµε παραπάνω. Οι καµπύλες που εµφανίζονται παρουσιάζουν 
τις τιµές της συνάρτησης f(x,y), για διάφορα starting points x και y, τα οποία 
περιγράφονται σε εσωτερική λεζάντα. 
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Πίνακες Αποτελεσµάτων 
Στους πίνακες παρακάτω παρουσιάζονται: 
• οι αρχικές τιµές της συνάρτησης f(x,y) 
• η προσεγγιστική ισορροπία Nash 
• ο αριθµός των βηµάτων εκτέλεσης του παιγνίου από 5 διαφορετικά starting 

points. 
• Οι αρχικές πιθανοτικές κατανοµές x και y. 
 
Σηµείωση: Οι pure strategies διαλέχτηκαν έτσι ώστε αρχική τιµή της f να είναι 1 
 
 

Matrices R and C for win-loose Game with cycles 
 

Primal Problem 
 Uniform Pure 

Strategy  1 
Pure 
Strategy  2 

Pure 
Strategy  3 

Pure 
Strategy  4 

N.E. 0.010989 0.000000 0.000000 0.0095238 0.0151515 
Αρχική 
τιµή της f 

0.080000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 

Αριθµός 
Βηµάτων 

7 7 9 8 6 

Starting 
points 
x, y 

xi = 0.1 
yj = 0.1 
για κάθε i, j 

x0 = 1 
y0 = 1 

x3 = 1 
y0 = 1 

x5 = 1 
y0 = 1 

x7 = 1 
y0 = 1 
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Πιθανοτικές κατανοµές x και y 
Παρακάτω παρουσιάζονται οι τιµές των πιθανοτικών κατανοµών x και y, στο 
stationary point όπου βρέθηκε NE σε κάθε περίπτωση: 
 

Uniform: 
x:                    
0.153846 0.153846 0.153846 0 0 0.153846 0 0.076923 0.153846 0.153846 
y:                    
0.142857 0.142857 0 0.142857 0.142857 0 0.142857 0.142857 0.142857 0 

 
Pure Strategy  1: 
x:                    
0.250000 0.250000 0 0 0 0.250000 0 0 0 0.250000 
y:                    
0 0.250000 0 0.250000 0.250000 0 0 0.250000 0 0 

 
Pure Strategy  2: 
x:                    
0 0 0.200000 0.200000 0 0 0.200000 0.200000 0.200000 0 
y:                    
0 0 0.200000 0 0 0.200000 0.200000 0.200000 0.200000 0 

 
Pure Strategy  3: 
x:                    
0.142857 0.142857 0.142857 0 0 0.142857 0.142857 0.142857 0.142857 0 
y:                    
0.133333 0.133333 0.133333 0.133333 0.066667 0 0.133333 0.133333 0.133333 0 

 
Pure Strategy  4: 
x:                    
0 0.166667 0.166667 0 0 0.166667 0.166667 0.166667 0.166667 0 
y:                    
0.181818 0 0.181818 0 0.090909 0 0.181818 0.181818 0.181818 0 
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DUAL Πρόβληµα 
 

Οµοίως παρουσιάζονται και τα αποτελέσµατα για το dual πρόβληµα. 
 
 
Παράθεση δεδοµένων εκτέλεσης του πειράµατος 
 

 
 
 
Πίνακες Αποτελεσµάτων 
 

Matrices R and C for win-loose Game with cycles 
 

Dual Problem 
 Uniform Pure 

Strategy  1 
Pure 
Strategy  2 

Pure 
Strategy  3 

Pure 
Strategy  4 

N.E. 0.0151515 0.000000 0.0000017 0.010989 0.0001319 
Αρχική 
τιµή της f 

0.041377 0.149882 0.200000 0.093683 0.042424 

Αριθµός 
Βηµάτων 

3 2 6 4 5 

      
 
 
Πιθανοτικές κατανοµές x και y 
 

Uniform: 
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x:                    
0.181818 0.181818 0.181818 0 0 0.181818 0 0 0.090909 0.181818 
y:                    
0.166667 0.166667 0 0.166667 0.166667 0 0 0.166667 0.166667 0 

 
Pure Strategy  1: 
x:                    
0.333333 0 0 0 0 0.333333 0 0 0 0.333333 
y:                    
0 0 0 0.266667 0.200000 0.266667 0 0.266667 0 0 

 
Pure Strategy  2: 
x:                    
0.166668 0 0.166658 0 0 0.166668 0.166668 0.166668 0.166668 0 
y:                    
0 0 0.166667 0.166667 0 0.166667 0.166667 0.000456 0.166667 0.166210 

 
Pure Strategy  3: 
x:                    
0.153846 0.153846 0.153846 0 0 0.153846 0 0.076923 0.153846 0.153846 
y:                    
0.142857 0.142857 0 0.142857 0.142857 0 0.142857 0.040179 0.142857 0.102679 

 
Pure Strategy  4: 
x:                    
0.166799 0 0.166799 0 0 0.166799 0.166004 0.166799 0.166799 0 
y:                    
0 0 0.166007 0.166799 0 0.166799 0.166799 0 0.166799 0.166799 

 

Παρατηρήσεις πάνω στο win-loose παίγνιο µε 2 κύκλους: 
• Αρχικά να πούµε ότι το συγκεκριµένο παίγνιο αποτελεί µια εξαίρεση στις 
συνηθισµένες λύσεις που παρατηρήθηκαν σε 10x10 µεγέθους παίγνια. 
Σε µικρά παίγνια κατά 99% ο αλγόριθµος έδωσε exact ισορροπία Nash. 

• Όµως όπως βλέπουµε και στο συγκεκριµένο παράδειγµα µερικές φορές 
εγκλωβίζεται σε µεγάλα supports και σταµατάει σε stationary point που δίνει 
µεγάλη τιµή για την f(x,y) 

• Παρ` όλα αυτά, αυτό που παρατηρήθηκε είναι ότι το ίδιο πρόβληµα από 
διαφορετικές γωνίες και διαφορετικά starting points δίνει σίγουρα κάποια 
ισορροπία Nash της τάξης του δ ή και µικρότερη. 

• Φυσικά ενδέχεται, όπως βλέπουµε και παραπάνω, να δώσει ισορροπία Nash 
µεγαλύτερη από κάποιο άλλο αρχικό σηµείο. 

• Επίσης παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει πρόβληµα για µικρά supports. Είναι όλα 
µεγαλύτερα από n/2 και διαφορετικά µεταξύ τους, όταν τρέχουµε τον αλγόριθµο 
από διαφορετικά starting points. 

 
 
Επιπλέον παρατηρήσεις στο τέλος του κεφαλαίου 
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6.6.3 R και C πίνακες µεγέθους 100 x 100 
Η υποψία ότι τα µικρά win-loose παίγνια είναι δύσκολο να δηµιουργήσουν δύσκολα 
παίγνια, µας οδήγησε στο να εκτελέσουµε πειράµατα µόνο για µεγάλα παίγνια µε 
λίγους (4) κύκλους. Αυτά παρουσιάζονται παρακάτω. 
 
Χαρακτηριστικά Παιγνίου: 

• Τύπος Παιγνίου:  Win-loose παίγνιο µε 4 κύκλους 
• Μέγεθος παιγνίου:  100 x 100 
• Κριτήριο τερµατισµού: f4 > f1 * [1-(δ/(1+δ))2 
• Τιµή της παραµέτρου δ:  10-3 
• Αρχικές τιµές των x και y: Οµοιόµορφη κατανοµή και Αγνές Στρατηγικές 

 
Παράδειγµα 1  [αρχείο: \cycles\100x100] 
 
 

Primal Graph 
 

 
Dual Graph 
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Matrices R and C for win-loose Game with cycles 
 

Primal Problem  
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
N.E. 0.000651 0.000000 0.000279 0.000002 0.000857 
Αρχική 
τιµή της 
f 

0.400100 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 

Αριθµός 
Βηµάτων 

4 5 4 10 12 

Αρχικά 
x και y 

Uniform Αγνή 
Στρατηγική 

Αγνή 
Στρατηγική 

Αγνή 
Στρατηγική 

Αγνή 
Στρατηγική 

 
 

Matrices R and C for win-loose Game with cycles 
 

Dual Problem 
 Παράδειγµα 

1 
Παράδειγµα 

2 
Παράδειγµα 

3 
Παράδειγµα 

4 
Παράδειγµα 

5 
Ισορροπία 
Nash 

0.000579 0.005718 0 0.000159 0.000974 

Αρχική 
τιµή της 
f(x,y) 

0.084266 0.162500 0.290292 0.163311 0.070132 
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Αριθµός 
Βηµάτων 

5 6 3 4 7 

 
Σηµείωση: Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις και τα αρχεία εξόδου για τα 
υπόλοιπα παραδείγµατα φαίνονται στα αρχεία κάτω από τον φάκελο /cycles 
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Παρατηρήσεις πάνω στα win-loose παίγνια µε κύκλους: 
 

• Αρχικά βλέπουµε ότι κι εδώ έχουµε πολύ καλές ισορροπίες Nash. 
Όπως είπαµε και παραπάνω το συγκεκριµένο παίγνιο γίνεται δύσκολο για 
συγκεκριµένες περιπτώσεις. 
Όπως βλέπουµε εδώ όλες οι ισορροπίες είναι πολύ καλές και µικρότερες ή 
ίσες της τάξης του δ. 

• Όταν στην primal λύση έχουµε αποτέλεσµα της τάξης του δ και µεγαλύτερης, 
τότε το dual δίνει καλύτερη λύση, σε λιγότερα συνήθως βήµατα. 

• Επίσης ο αριθµός των βηµάτων µέχρι να τερµατίσει ο αλγόριθµος κυµαίνεται 
από 3 έως και 11 βήµατα περίπου χρησιµοποιώντας το δεύτερο κριτήριο 
τερµατισµού, ενώ για το dual πρόβληµα είναι συνήθως λιγότερα (2 έως 6 
βήµατα).  
Παρ` όλα αυτά παρατηρήσαµε ότι τα περισσότερα από αυτά τα βήµατα δεν 
αλλάζουν ουσιαστικά την τιµή της συνάρτησης f(x,y). Πράγµα που σηµαίνει 
ότι µε καλύτερη επιλογή του ε, ενδεχοµένως αυτά τα βήµατα να µην υπήρχαν. 

• Αυτό που παρατηρήθηκε και εδώ είναι ότι το ίδιο πρόβληµα από διαφορετικές 
γωνίες και διαφορετικά starting points δίνει σίγουρα κάποιες διαφορετικές 
ισορροπίες Nash της τάξης του δ ή και µικρότερης, µε διαφορετικά supports. 

• Επίσης παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει πρόβληµα για µικρά supports. Είναι όλα 
µεγαλύτερα από n/2 και διαφορετικά µεταξύ τους, όταν τρέχουµε τον 
αλγόριθµο από διαφορετικά starting points. 

 
 
Επιπλέον παρατηρήσεις στο τέλος του κεφαλαίου 
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6.7 Γενικά Συµπεράσµατα 
Μετά από την παρουσίαση των πειραµατικών αποτελεσµάτων και των επιµέρους 
συµπερασµάτων για κάθε ένα από τα είδη παιγνίων που δηµιουργήσαµε, µπορούµε 
πλέον να βγάλουµε κάποια συνολικά συµπεράσµατα που αφορούν τον αλγόριθµο που 
υλοποιήσαµε και περιγράφεται θεωρητικά στην δηµοσιευµένη εργασία [1]. 
 
• Το πρώτο σηµαντικό συµπέρασµα στο οποίο µπορούµε να καταλήξουµε τελικά 
είναι ότι ποιοτικά η προσεγγιστική ισορροπία Nash στην οποία συγκλίνει ο 
αλγόριθµος είναι πολύ καλύτερη από την χειρότερη περίπτωση που υπολογίστηκε 
θεωρητικά (0.3393). 
Στα πειράµατα που έγιναν, για όλα τα είδη παιγνίων, οι προσεγγιστικές 
ισορροπίες Nash που βρέθηκαν, στα stationary points, ήταν της τάξης του δ, 
δηλαδή της τάξης του 10-3, ή ακόµα και πολύ µικρότερες (πολλές φορές βρίσκαµε 
exact ισορροπία Nash). 
 
Επίσης παρατηρήσαµε ότι στα πειράµατα που τρέξαµε η χειρότερη περίπτωση 
ήταν να βρεθεί stationary point που έδινε προσεγγιστική ισορροπία Nash της 
τάξης του 10-2. Όµως στο ίδιο πρόβληµα από διαφορετικά starting points x και y, 
βρίσκαµε είτε exact ισορροπία Nash, είτε µικρότερης τάξης. Αυτό σηµαίνει ότι σε 
όλα τα πειράµατα µας βρέθηκε ισορροπία Nash, που ήταν της τάξης του δ και 
µικρότερα. Ουσιαστικά για την ακρίβεια που τα τρέξαµε τα θεωρούµε ως exact 
ισορροπίες Nash. 
 
Αυτό είναι ένα πολύ σηµαντικό συµπέρασµα, γιατί βλέπουµε µια άριστη 
συµπεριφορά της συνάρτησης f(x,y) που δείχνει ότι µπορεί σε κάθε περίπτωση να 
υπολογιστεί µια πολύ καλή (της τάξης του 10-3 και µικρότερη) προσεγγιστική 
ισορροπία Nash σε πολυωνυµικό χρόνο και βήµατα. 
 

• Επίσης ο αλγόριθµος τερµατίζει σε σχετικά µεγάλο support. Δηλαδή της τάξης 
µεγέθους από n/3 έως n/2, όπου n είναι το πλήθος των στρατηγικών των παικτών. 
Αυτό σηµαίνει ότι δεν υπάρχει πρόβληµα εύρεσης ισορροπίας Nash µε µικρό 
support. 
 

• Επίσης µπορούµε να δούµε ότι σε αντίθεση µε την θεωρητική ανάλυση που 
αναφέρει πολυωνυµικό πλήθος βηµάτων για τον τερµατισµό του αλγορίθµου, 
φαίνεται θεωρητικά ο αριθµός των βηµάτων να είναι πολύ µικρότερος. 
Φαίνεται να είναι µικρότερο από (1 / δ2), όπου δ είναι η παράµετρος ακρίβειας 
που ορίσαµε παραπάνω. 
[Αυτό αποτελεί µια σηµαντική παρατήρηση όσο αφορά τη σύγκριση αυτού του 
αλγορίθµου µε άλλους, διότι αναφέρθηκε στο παρελθόν ότι το αρνητικό του 
αλγορίθµου µας είναι ο πολυωνυµικός αριθµός προβληµάτων Γραµµικού 
Προγραµµατισµού (δηλαδή βηµάτων του αλγορίθµου) που έχουµε να λύσουµε. 
Κάτι το οποίο στην πράξη δεν φαίνεται να ισχύει.] 
 

• Επίσης φαίνεται ότι ο αριθµός των βηµάτων µέχρι τον τερµατισµό του 
αλγορίθµου δεν αυξάνεται πολύ (για παράδειγµα εκθετικά) σε σχέση µε το 
µέγεθος του προβλήµατος. 
Όπως είδαµε µε το πρώτο κριτήριο τερµατισµού στα 100x100 προβλήµατα 
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κάναµε περίπου 15 βήµατα, ενώ µε το δεύτερο κριτήριο κοντά στα 20 βήµατα. 
 

• Επιπλέον βλέπουµε ότι χρησιµοποιώντας, τις dual κανονικοποιηµένες µεταβλητές 
που βρήκαµε στην τελευταία επανάληψη του αλγορίθµου (σε αυτό που 
ονοµάσαµε primal πρόβληµα) ως αρχικές πιθανοτικές x και y, τότε φτάνουµε σε 
µια πολύ καλύτερη προσεγγιστική ισορροπία Nash και συνήθως σε λιγότερα 
βήµατα. 
Ιδιαίτερα όταν η τιµή της τελικής f(x,y) στο primal πρόβληµα ήταν µεγαλύτερη 
του δ. 
 
Αυτό συµβαίνει διότι µέσω των dual µεταβλητών η επίλυση του προβλήµατος δεν 
αρχίζει από τυχαία σηµεία, αλλά από κάποια καλά σηµεία του πολυέδρου που 
βρέθηκαν στην προηγούµενη εκτέλεση του αλγορίθµου (στο primal πρόβληµα). 
 
Το ανοικτό πρόβληµα εδώ είναι αν όντως µπορεί να αποδειχθεί ότι 
χρησιµοποιώντας πάντα (αναδροµικά) τις dual µεταβλητές του τελευταίου 
βήµατος του αλγορίθµου, βρίσκουµε πάντα καλύτερες προσεγγιστικές ισορροπίες 
Nash. Και αν τελικά αυτό οδηγεί στην εύρεση µιας exact ισορροπίας Nash, αλλά 
και σε πόσα βήµατα, δηλαδή αν αυτό γίνεται πολυωνυµικά ή όχι. 
 

• Επίσης παρατηρούµε ότι ξεκινώντας από διαφορετικά αρχικά σηµεία 
καταλήγουµε σε εξίσου καλές ισορροπίες Nash. Ενδεχοµένως (όπως είδαµε στους 
κύκλους) µπορεί να καταλήξουµε ακόµα και σε καλύτερες ή χειρότερες 
ισορροπίες. 
Αλλά αυτό που παρατηρήσαµε είναι ότι υπάρχει τουλάχιστον κάποιο αρχικό 
σηµείο (x,y) που να δίνει µια καλή ισορροπία Nash, της τάξης του δ και 
µικρότερη. 
 

Κάποια επιµέρους συµπεράσµατα που µπορούµε να εξάγουµε µέσω των γραφικών ή 
των αρχείων εξόδου του προγράµµατος είναι ότι: 
• Παρατηρούµε ότι η µεταβλητή ε (η ε** ουσιαστικά) ακολουθεί µια ακανόνιστη 
ακολουθία τιµών κατά την διάρκεια εκτέλεσης του αλγορίθµου. 
Αυτό είναι φυσιολογικό, διότι το µέγεθος των βηµάτων από ένα σηµείο του 
πολυέδρου σε κάποιο άλλο που επιτυγχάνει καλύτερη τιµή της f(x,y), δεν είναι 
και δεν θα µπορούσε να είναι σταθερό ή να έχει κάποιο πρότυπο (pattern), γιατί 
τότε η βέλτιστη λύση θα ήταν τετριµµένη και γνωστή. 

• Η διαδικασία εύρεσης του ε, ε* και ε**, είναι τέτοιο που ενώ δίνει το βήµα προς 
ένα σηµείο του πολυέδρου όπου εµφανίζεται µια καλύτερη τιµή για την f(x,y), 
ουσιαστικά µπορεί να µην δίνει την βέλτιστη. 
Η εύρεση του ε µέσω µιας σειριακής αναζήτησης πάνω σε όλα τα ε από 0 έως 1 
για κάθε επανάληψη του τέταρτου βήµατος του αλγορίθµου [ή ενδεχοµένως πάνω 
σε όλα τα ε που απέχουν µεταξύ τους µια µικρή τιµή, ας πούµε 10-3], θα έδινε 
σίγουρα την καλύτερη δυνατή τιµή για το ε. 
Αυτό σηµαίνει ότι βρίσκοντας το βέλτιστο ε, ενδεχοµένως να είχαµε πολύ 
καλύτερη τελική τιµή για την f(x,y), δηλαδή καλύτερη ποιοτικά προσεγγιστική 
ισορροπία Nash, αλλά και επίτευξη αυτού µε λιγότερα βήµατα. 

• Επίσης κατά τον υπολογισµό του ε προσπαθήσαµε να µην περιλάβουµε πολλές 
αφαιρέσεις, ώστε να µην υπάρχουν πολλά σφάλµατα κατά τον υπολογισµό του. 

• Παρατηρούµε επίσης ότι πάντα η τιµή της f(x,y) µειώνεται µονότονα, είτε 
αναφερόµαστε στην f(x,y) που υπολογίζεται µετά το πρώτο βήµα, είτε σε αυτήν 
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που υπολογίζεται µετά το τέταρτο βήµα. 
Αυτό είναι φυσιολογικό, διότι ο αλγόριθµος βρίσκει πάντα νέα σηµεία του 
πολυέδρου που βρίσκουν σίγουρα καλύτερη τιµή για την f(x,y). Διαφορετικά 
σταµατάει. 

• Επίσης βλέπουµε ότι η τιµή της f(x,y) µετά το βήµα 4 είναι πάντα καλύτερη 
αυτής που υπολογίστηκε µετά το βήµα ένα στην ίδια επανάληψη του αλγορίθµου. 
[η καµπύλη της f4(x,y) είναι κάτω από αυτήν της f1(x,y)] 
Και αυτό είναι φυσιολογικό, διότι, όπως είπαµε και παραπάνω, η επιλογή του ε 
έγινε µε τέτοιο τρόπο ώστε η τιµή της συνάρτηση f(x,y) να µειώνεται µονότονα. 

• Η µεταβλητή V(x,y)-f(x,y) εκφράζει την κλίση της συνάρτησης στο πολύεδρο, 
κατά την εύρεση κατεύθυνσης για το νέο σηµείο (x,y). 
Με άλλα λόγια η µεταβλητή V(x,y) εκφράζει την descent κατεύθυνση της 
συνάρτησης f(x,y). 
Ακολουθώντας της κατεύθυνση αυτήν µε το κατάλληλο ε, όπως είπαµε, 
βρίσκουµε νέο σηµείο του πολυέδρου που δίνει καλύτερη τιµή στη συνάρτηση 
f(x,y). 
Η V(x,y),που αποτελεί την λύση του minimax προβλήµατος, πρέπει να είναι 
πάντα µικρότερη της f(x,y), όπως και συµβαίνει και τελικά όταν συγκλίνουµε σε 
κάποιο stationary point, η τιµή της V(x,y) να προσεγγίζει την τιµή της f(x,y). 
Δηλαδή και οι δύο καµπύλες να πλησιάζουν τον άξονα x στις γραφικές. 
Όταν έχουµε exact ισορροπία Nash, τότε η τιµή της V(x,y) = 0 

• Η µεταβλητή H εκφράζει την καµπυλότητα που έχουµε. Δηλαδή εκφράζει κάτι 
σαν την δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης. Όταν είναι αρνητική σηµαίνει ότι η 
καµπύλη είναι κυρτή. 
Παρατηρούµε ότι παρόλη την κάποιας µορφής ακανόνιστης συµπεριφοράς τελικά 
αυτή µειώνεται και προσεγγίζει το 0, όταν πλησιάζουµε σε ισορροπία Nash. 

• Μιλήσαµε αρκετά για τις τιµές των µεταβλητών κατά την επίλυση του dual 
προβλήµατος w, z. Αυτό που πρέπει να πούµε είναι ότι είναι πίνακες πιθανοτήτων 
που παίζουν τον ρόλο της πιθανοτικής κατανοµής πάνω στους πίνακες κέρδους (ή 
κόστους ανάλογα) για να δείξουν την «τιµωρία» του να αποκλίνεις από τα 
supports SR(y) και SC(x) 
 
Επίσης αξίζει να σηµειώσουµε ότι οι dual µεταβλητές έχουν ίδιο πρόσηµο γιατί 
βάλαµε ίδιας φοράς ανισότητες. Το ότι βγαίνουν όλες αρνητικές είναι συµβολικό, 
για αυτό παίρνουµε και τις απόλυτες τιµές για την χρήση τους ως πιθανοτικές 
κατανοµές στην συνέχεια του προγράµµατος. 

• Η παράµετρος ρ είναι η παράµετρος εξισορρόπησης µεταξύ των δύο µερών 
(fR(x,y) και fC(x,y)) της συνάρτησης f(x,y). 
Όπως βλέπουµε το άθροισµα των ρ και (1-ρ) είναι πάντα 1, όπως και θα έπρεπε. 
 
Κατά την διάρκεια της εκτέλεσης του αλγορίθµου, όταν βρίσκαµε το ρ = 0, τότε 
θέταµε τις θέσεις του w ισοπίθανες (οµοιόµορφη κατανοµή) στις θέσεις που 
έδειχνε το SR(y), διότι δεν µας ενδιέφερε πως θα καθοριστούν οι πιθανότητες 
µιας και το πρόβληµα γίνονταν εκφυλισµένο πλέον. 

• Όσο αφορά τις τιµές των µεταβλητών λ και µ, πρέπει να µην είναι αρνητικές όταν 
σταµατάµε τον αλγόριθµο και έχουµε βρει κάποιοι stationary point. 
Αν τουλάχιστον ένα από τα δύο είναι αρνητικό, τότε η descent διαδικασία πρέπει 
να συνεχίσει. 
Στο σηµείο που έχουµε ισορροπία Nash πρέπει να ισχύει: 
f(x,y) < [(λ*µ) / (λ+µ)] 
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Επίσης οι τιµές των λ και µ πρέπει να είναι πάντα µικρότερες του 1. Δηλαδή: 
λ, µ ≤ 1 
ενώ στα stationary points πρέπει να ισχύει: 
0 ≤ λ, µ ≤ 1 
 

Τέλος παραθέτουµε κάποιες ανισότητες που ισχύουν όταν βρισκόµαστε σε κάποιο 
stationary point και θα µπορούσαν να λειτουργήσουν ως σηµεία επαλήθευσης της 
ορθότητας του αλγορίθµου: 
• V(x,y) – f(x,y) ≥ -δ 
• V(x,y) ≤ ρ * λ και V(x,y) ≤ (1-ρ) * µ 
• Ή ακόµα πιο ισχυρά: 

V(x,y) ≤ min(ρ * λ, (1-ρ) * µ) 
• Όταν έχουµε exact ισορροπία Nash: 

V(x,y) = 0 και λ, µ όχι αρνητικά 
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